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ПРЕДИСЛОВИЕ

Решение задач по математике имеет большое

общеобразовательное и воспитательное значение. Поиск решения

нестандартной задачи развивает инициативу, настойчивость и

сообразительность. Если к тому же задачи достаточно разнообразны, то

их решение является прекрасным средством развития
логического мышления, строгости суждений и математического вкуса.

Предлагаемое пособие содержит геометрические задачи по

планиметрии. Задачи по характеру своего содержания и по

методам решения разбиты на шесть глав. В начале каждой главы

и отдельных параграфов даются необходимые теоретические
сведения и указания о методах решения, разбираются конкретные
примеры. Знакомство с этим материалом поможет учащимся,
занимающимся самостоятельно, овладеть тем или иным методом.

В сборнике немало задач с параметрическими данными, при

решении которых желательно отыскивать множества

допустимых значений параметров. Особое внимание уделено подбору
задач, решаемых методом геометрических преобразований,
векторным и координатным методами.

Задачи в каждом параграфе расположены в порядке
возрастания трудности, при этом близкие по содержанию задачи
объединены в небольшие серии, отделенные друг от друга.

Для решения задач не требуется знаний, выходящих за

пределы школьной программы по математике (исключение
составляют задачи § 5 и § 8 главы I и § 1 главы V). Задачи,
помещенные в начале каждого параграфа, доступны девятиклассникам.

Последняя глава содержит более трудные задачи, при
решении которых учащиеся уже сами должны выбрать метод

решения. Большинство задач этой главы допускает решения разными
способами. Решив задачу одним каким-нибудь способом, не

следует считать работу над задачей законченной. Нужно изучить
и другие возможные пути, ведущие к решению задачи, и

стараться отыскать наиболее простое и красивое решение.
При составлении сборника были использованы задачи из

разных книг и журналов, более других
— задачи из журнала
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«Математика в школе». В пособии также немало задач,

составленных автором, многие из них в разные годы публиковались на

страницах журналов «Математика в школе» и «Квант».
Ко всем задачам на вычисление даны ответы. Большинство

задач снабжено указаниями, а некоторые, наиболее трудные
—

решениями.

Кроме решений, предлагаемых автором, несомненно, имеются

еще и другие, может быть, более интересные решения.

Предполагается, что читатель будет настойчиво пытаться отыскать

рациональное решение задачи и только после этого обратится
к указаниям, помещенным в конце сборника.

В конце пособия предлагается также справочный
материал — перечень основных обозначений и формул по геометрии.

Автор



ГЛАВА I

МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Преобразования плоскости—движения и подобия —во

многих случаях позволяют экономно и изящно решать
геометрические задачи. Однако овладеть методом геометрических

преобразований нелегко: не любая задача может быть решена этим

методом и нужен определенный опыт, чтобы выбрать подходящий
вид преобразования.

При решении различных задач на доказательство,
построение и вычисление широко применяются движения: осевая

симметрия, параллельный перенос, поворот вокруг точки.

Напомним, что движение — это преобразование плоскости, при

котором расстояние между образами двух любых точек равно
расстоянию между этими точками.

При движении точки, лежащие на одной прямой, переходят
в точки, лежащие на одной прямой, и сохраняется порядок их

взаимного расположения. Отсюда следует, что движение

переводит прямую в прямую, луч в луч, отрезок в отрезок. Угол при
движении переходит в равный ему угол, сонаправленные лучи

—

в сонаправленные лучи.
В дальнейшем мы будем пользоваться следующими

обозначениями движений:
Sk — осевая симметрия с осью k\
Т_—параллельный перенос на вектор а;

а

Ro — поворот вокруг точки О на угол а;

Ε — тождественное преобразование (при котором все точки

плоскости переходят в себя).

§ 1. ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ

Осевой симметрией называется такое преобразование
плоскости, при котором любая точка некоторой прямой k переходит
в себя, а точка А, не принадлежащая k, переходит в такую точку
/Г, что отрезок АА' перпендикулярен прямой k и делится ею

пополам. Прямая k называется осью симметрии.

При осевой симметрии расстояния между любыми двумя точ-
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Рис. 1 Рис. 2

ками сохраняются, т. е. осевая симметрия есть движение.

Отметим ее важнейшие особенности.

Пусть ABC— произвольный треугольник и А'В'С —

симметричный ему треугольник относительно прямой /г (рис. 1). На

рисунке треугольник ABC ориентирован положительно (обход его

вершин в порядке А, В, С происходит против часовой стрелки),
а треугольник А'В'С ориентирован отрицательно (обход его

вершин А', В', С происходит по часовой стрелке). Треугольники
ABC и А'В'С равны, но ориентированы противоположно. Осевая

симметрия меняет ориентацию любого треугольника на

противоположную.
Если выполнить две симметрии относительно одной оси

последовательно, то каждая точка плоскости вернется в исходное

положение, т. е. композиция двух осевых, симметрии с одной

осью есть тождественное преобразование.
Рассмотрим применение осевой симметрии к решению задач.

Пример 1. Даны прямая k и две точки Л и β по одну

сторону от нее. Найти на прямой /г точку С, делящую прямую k на

два луча СМ и CN так, чтобы Z.ACM= Z.BCN.

Решение. Построим точку В', симметричную точке В

относительно прямой k (рис. 2). В таком случае Z.BCN'= /LB'CN

для любой точки С прямой k (эти углы симметричны
относительно k). Углы B'CN и АСМ равны тогда и только тогда, когда

точки Л, В' и С лежат на одной прямой (в силу теоремы о

вертикальных углах). Значит, искомая точка С есть точка пересечения

отрезка АВ' и прямой /г.

Итак, заменив одну из точек симметричной ей относительно

данной прямой, мы упростили ситуацию, что и позволило быстро
найти решение задачи.

Осевая симметрия часто помогает решить задачу, когда

фигура или часть ее имеет ось симметрии, например, когда в

задаче речь идет о биссектрисе угла.
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Пример 2. Биссектриса А К

треугольника ЛВС делит

противоположную сторону на отрезки: ВК = 2,
СК=\. Угол АКС равен 60°. Найти

АК и углы треугольника ABC.

Решение. Построим точку D,

симметричную точке С относительно

прямой АК. Так как биссектриса уг- ·£-
ла является его осью симметрии, то

точка D будет лежать на стороне
А В (рис. 3). В силу свойств

симметрии имеем:

DK= CK=\, Δ.ΑΚΟ=Δ.Α

Следовательно, ZZ?/(D=60o, точка D лежит между точками

А и В, и мы получили треугольник BKD, в котором известны две

стороны и угол между ними. Этот треугольник составляет

половину равностороннего треугольника со стороной ВК = 2. Значит,
Z/J = 30° и ZZ?D/(= 90o. Далее легко находим угол С

треугольника ABC и биссектрису АК:

ZC=Z,4D/(= 90o, ΔΒΑΚ= 'Μ)°, АК= ВК = 2.

Таким образом, заменив один отрезок симметричным ему
относительно прямой АК, мы обнаружили такую зависимость

между элементами фигуры, которая позволила решить задачу

геометрически, почти без всяких вычислений.

Заметим, что алгебраическое решение этой задачи сложнее.

Непосредственно вычислить элементы одного из треугольников
АВК и АСК нельзя, так как известны лишь одна сторона и угол
каждого из них. Можно воспользоваться свойством биссектрисы
угла треугольника, положить /4C = jf, Лб = 2л:, /1/С = /, применить
теорему косинусов к треугольникам АВК и АСК и составить

уравнения: 4х2 = 12 + 21 + 4, х2 = 12 — 1.-\-\, откуда 1 = 2.

Поскольку АК= ВК и Z/4/CC = 60°, то Ζΰ= Δ ΒΑ К= 30°
и ZβЛC= 60o.

Некоторые из предлагаемых ниже задач также могут быть

решены двумя способами.

Задачи

1. Катет прямоугольного треугольника равен половине

гипотенузы. Докажите, что угол, противолежащий этому катету,
равен 30°.

2. В треугольнике ABC проведена биссектриса АК. Найдите
сторону АС, углы β и С, если Δ С—Ζ В = 45°, СК= 1 и

ΒΚ= λ/2.
7
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3. В треугольнике ABC проведена биссектриса CD. Найдите

стороны АС и ВС, если BD=\, AD = ^[S и Ζβ=120°.

4. Дан четырехугольник ABCD, диагональ АС которого делит

угол А пополам. Известно, что /1# = 3, ВС=уЗ, CD = 2 и

/4D = 4. Найдите угол А четырехугольника и диагональ АС.
5. Найдите высоту СИ треугольника ABC, если ВС = а,

АС = Ь и разность углов А и В равна 90°.

6. На биссектрисе внешнего угла С треугольника ABC взята

точка М. Докажите, что АС + СВ<AM + MB.

ΑΤΑ

7. Даны прямая / и две точки А и В по одну сторону от нее.

Найдите на прямой / такую точку С, чтобы сумма АС-\-СВ была

наименьшей.

8. Внутри острого угла дана точка М. Постройте на сторонах

угла точки А и В так, чтобы периметр треугольника АМВ был

наименьшим.

9. Точки А и В расположены между параллельными
прямыми т и п. Постройте на прямой т точку Μ и на прямой η точку
iV так, чтобы длина ломаной AMNB была наименьшей.

10. В данный остроугольный треугольник ABC впишите

треугольник наименьшего периметра.
11. Дан прямоугольник ABCD. На его сторонах АВ, ВС, CD

и DA взяты точки Аи β,, С, и D,. Какое наименьшее значение

может иметь периметр четырехугольника AXBXC{D^, если диагональ

прямоугольника равна d?

§ 2. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС

Выполним последовательно две симметрии относительно

параллельных прямых к и т. Пусть при симметрии с осью к

произвольная точка А плоскости переходит в точку А'', а при
симметрии с осью т точка А' переходит в точку А" (рис. 4). Точки А,
А' и А" располагаются на одной прямой, перпендикулярной
осям. Обозначим через L и Μ точки пересечения прямой АА"
с прямыми k и т.

В силу свойства осевой симметрии имеем:

AL=LA', A'M=MA".

Следовательно,

AA"=AL+LA'+Α'Μ +ΜΑ"=2 (LA'+A'M )=2LM.

Итак, AA"=2LM. В результате мы получили преобразование
плоскости, называемое параллельным переносом.
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Параллельный перенос на вектор а — это преобразование
плоскости, при котором произвольная точка Л переходит в такую

точку А', что АА' = а.

Таким образом, композиция двух осевых симметрии с

параллельными осями hum есть параллельный перенос на удвоенный

вектор LM.

Обратно, всякий параллельный перенос можно представить
в виде композиции двух осевых симметрии с параллельными
осями, перпендикулярными направлению переноса. Отсюда

следует, что параллельный перенос есть движение, не меняющее
ориентацию треугольников.

Тождественное преобразование можно считать переносом на

нулевой вектор. Параллельный перенос на ненулевой вектор не

имеет неподвижных точек.

При параллельном переносе каждый луч переходит в сона-

правленный с ним луч.
Если при параллельном переносе точки А и В переходят

в точки А' и В' и эти четыре точки не лежат на одной прямой, то

ABB'А' — параллелограмм. Это свойство используется при
решении задач.

Метод параллельного переноса часто применяется для
решения задач на построение четырехугольников. При этом обычно

переносят один или несколько отрезков так, чтобы получился
треугольник, с которого можно начать построение. Аналогично

поступают при решении задач на доказательство и вычисление:

с помощью параллельного переноса образуют новую фигуру,
содержащую достаточное количество известных элементов.

Покажем это на следующем примере.

Пример 3. Основания трапеции равны 4 см и 9 см, а

диагонали равны 5 см и 12 см. Найти площадь трапеции и угол между
ее диагоналями.
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Решение. Пусть ABCD — данная трапеция, CD — 4 см,
Л β —9 см, BD = 5 см и ЛС=12 см (рис. 5). Чтобы известные

элементы включить в один треугольник, перенесем диагональ BD на

вектор DC в положение СВ'. Рассмотрим треугольник АСВ''. Так
как BB'CD — параллелограмм, то В'С = BD = b cm, AB' = АВ-\-
+ BB' = AB + CD=VO см.

Теперь известны все три стороны треугольника АВ'С, значит,

можно найти его высоту, а затем и площадь трапеции.
Рели же заметить, что площадь трапеции как раз и равна

площади треугольника АВ'С (треугольники ВВ'С и A CD

равновелики), то решение задачи можно еще упростить.
Так как 52 + 122 = 132, то треугольник АВ'С прямоугольный.

Найдем его площадь: S=7r- 12-5 = 30 см2.

Итак, площадь трапеции равна 30 см2. Угол между
диагоналями трапеции равен углу АСВ', значит, диагонали

перпендикулярны.
Аналогично решается задача на построение трапеции по

основаниям и диагоналям: сначала строится вспомогательный

треугольник, две стороны которого равны диагоналям, а

третья
—

сумме оснований.

Заметим, что для вычисления площади трапеции и угла

между диагоналями условие задачи можно было бы ослабить:
вместо оснований трапеции задать только их сумму.

Рассмотрим решение еще одной задачи.

Пример 4. Дан

четырехугольник, диагонали которого
перпендикулярны и каждая из них имеет

длину d. Какое наименьшее

значение может иметь периметр этого

четырехугольника?
Решение. Применим

параллельный перенос на вектор АС:

построим „точки Ε и F так, чтобы

DE = BF~AC (рис. 6). Получим па-

Рис. 6 раллелограмм BDEF, стороны кото-
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рого равны диагоналям четырехугольника ABCD, а угол DBF

равен углу между диагоналями. А так как диагонали АС и BD

равны и перпендикулярны, то BDEF — квадрат. Отрезки,
соединяющие точку С с вершинами квадрата BDEF, равны сторонам

четырехугольника ABCD (CE= AD, CF = AB согласно свойству
параллельного переноса).

Поскольку СВ + СЕ^ВЕ и CD + CF^DF, a BE = DF=

= d"V2,TO сумма расстояний от точки С до вершин квадрата не

больше 2d Д/2 . Наименьшее значение периметра

четырехугольника ABCD равно 2dy2. Оно достигается тогда и только тогда,

когда С — точка пересечения диагоналей квадрата BDEF,
т. е. при условии, что ABCD — квадрат.

Построение вспомогательного параллелограмма BDEF путем

параллельного переноса вершин В и D исходного

четырехугольника на вектор АС применяется при решении и некоторых
других задач. Обратим внимание на ряд интересных свойств этого

параллелограмма: его стороны и угол равны диагоналям и углу
между ними четырехугольника ABCD, а отрезки, соединяющие

вершину С с вершинами параллелограмма, равны сторонам
данного четырехугольника ABCD, площадь же вдвое больше.

Задачи

12. Основания трапеции равны 1 и 3. Углы при большем
основании равны 30° и 60°. Найдите длины боковых сторон

трапеции.

13. Основания трапеции равны 2 и 7, боковые стороны равны
3 и 4. Найдите длину отрезка, соединяющего середины
оснований.

14. Диагонали трапеции равны 13 см и 20 см, а сумма длин
оснований равна 21 см. Вычислите площадь трапеции.

15. Диагонали трапеции равны 15 см и 20 см, высота равна
12 см. Вычислите площадь трапеции.

16. Диагонали трапеции равны 13 см и 15 см, средняя линия

равна 7 см. Найдите высоту трапеции.
17. Диагонали трапеции с основаниями а и b взаимно

перпендикулярны. Какие значения может принимать высота h

трапеции?
18. Докажите, что если диагонали трапеции равны, то она

равнобочная.

ΑΤΑ

19. Дан параллелограмм ABCD и внутри его точка М.

Докажите, что отрезки MA, MB, MC и MD могут служить сторонами
четырехугольника, вписанного в параллелограмм ABCD.

20. Внутри параллелограмма ABCD выбрана некоторая точ-
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ка Р и через нее проведены прямые параллельно сторонам

параллелограмма, одна из которых пересекает противоположные

стороны параллелограмма в точках /С и М, а другая
— в точках

L и N. Как следует выбрать точку Р, чтобы периметр

четырехугольника KLMN был наименьшим?

21. В данный четырехугольник впишите параллелограмм
ABCD при условии, что его вершины Л и β фиксированы и

принадлежат смежным сторонам четырехугольника. Рассмотрите
частный случай, когда точки А и В делят смежные стороны в

одном и том же отношении, считая от их общей вершины.

§ 3. ЦЕНТРАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ

Симметрия с центром О — это преобразование плоскости,

при котором точка О неподвижна, а любая другая точка Л

переходит в такую точку А', что О — середина отрезка АА'.

Преобразование, обратное центральной симметрии, есть та

же центральная симметрия.

Центральная симметрия переводит прямую, проходящую

через центр, в себя; прямую, не проходящую через центр, в

параллельную ей прямую; каждый луч в противоположно
направленный с ним луч.

Если при центральной симметрии точки А и В переходят
в точки А' и В' и центр О не лежит па прямой А В, то ΑΒΑ'В' —

параллелограмм (рис. 7).
Центральная симметрия, как и параллельный перенос,

обычно применяется с целью более удобно расположить данные и

искомые элементы фигуры и таким образом найти связь между
ними.

Пример 5. Доказать, что медиана треугольника меньше

полусуммы заключающих ее сторон.
Решение. Пусть СМ — медиана треугольника ABC (рис. 8).

Построим точку /.), симметричную С относительно точки М. Так
как Μ — середина отрезка АВ, то отрезок AD симметричен

отрезку ВС. Мы получили треугольник ACD, в котором CD = 2CM,
AD = BC.

с

Рис. 7

12



Следовательно, 2СМ <.АС-\-ВС, или тс<.а~Г , где тс
= СМ,

а = ВС и Ь = АС.
С помощью такого же приема решается задача на построение

треугольника ЛВС по двум сторонам и медиане, проведенной
к третьей стороне, и некоторые другие задачи, в которых речь
идет о медиане треугольника. Заметим, что ACBD —

параллелограмм, поэтому указанный прием часто называют

достраиванием треугольника до параллелограмма.

Центральная симметрия обычно помогает решить задачу,
когда фигура или часть фигуры имеет центр симметрии.

Пример 6. В данный четырехугольник вписать

параллелограмм при условии, что две его вершины фиксированы и

принадлежат противоположным сторонам четырехугольника.
Решение. Пусть параллелограмм ABCD вписан в данный

четырехугольник KLMN (рис. 9). Вершины А и С зафиксированы
на сторонах KN и LM. Требуется построить вершины В и D.

Точки В \\ D симметричны относительно середины О отрезка
АС. Точка D лежит на прямой MN, значит, точка В должна

лежать на прямой M'N', симметричной MN относительно точки О,
и в то же нремя на стороне KL данного четырехугольника.

Отсюда вытекает следующее построение. Строим точку О —

середину отрезка АС и прямую M'N', симметричную MN

относительно точки О. Тогда точка пересечения M'N' и стороны /(/.

данного четырехугольника KLMN есть искомая вершина В

параллелограмма, а прямая ОВ пересечет прямую MN в точке D.

Так как АО = ОС и BO = OD, то ABCD — искомый

параллелограмм.

Будем считать, что вершины В и D могут лежать как на

сторонах KL и MN четырехугольника, так и на их продолжениях.
Тогда задача имеет единственное решение, если прямые KL
и MN пересекаются. Легко также убедиться, что если KLMN —

трапеция с основаниями KL и MN и середина О отрезка АВ

одинаково отстоит от оснований, то задача имеет бесконечное

множество решений. Если же точка О неодинаково отстоит от

прямых KL и MN, то решений нет.

N

Задачи

22. Вычислите площадь

треугольника ABC, если стороны АС и ВС

равны соответственно 11 см и 13 см,
а медиана CD равна 10 см.

23. Найдите высоту СН

треугольника ABC, если ЛС = 6, 6С =
= 8 и CD = 5, где CD — медиана

треугольника ABC.



24. В треугольнике ABC проведена медиана CD. Какой из

углов ACD и BCD больше, если АС<.ВС?
25. В треугольнике ABC проведена медиана CD. Найдите

стороны АС и ВС треугольника, если Z,4CD = 90o, ZSCD = 30°

и CD = Y3"·
▲ Τ А

26. В четырехугольнике ABCD углы А и С равны, а

диагональ BD делится другой диагональю пополам. Докажите, что

четырехугольник ABCD — параллелограмм.
27. В параллелограмм вписан другой параллелограмм.

Докажите, что их центры совпадают.
28. На двух противоположных сторонах параллелограмма

даны точки К и М. Внутри параллелограмма найдите
геометрическое место точек L, таких, что площадь параллелограмма
делится ломаной KLM пополам.

ΑΤΑ

29. Через точку пересечения двух окружностей проведите

прямую так, чтобы окружности высекали на этой прямой равные

хорды.
30. Противоположные стороны выпуклого шестиугольника

ABCDEF параллельны и равны. Какую часть площади

шестиугольника составляет площадь треугольника АСЕ?

31. Внутри треугольника ABC дана произвольная точка М.

Докажите, что точки А{, Вь С,, симметричные Μ относительно

середин сторон ВС, СА и АВ, являются вершинами
треугольника, симметричного данному.

32. Дан треугольник ABC. Точка AT, симметрична точке Μ

относительно точки А, точка М2 симметрична УИ, относительно В,
точка МА симметрична М2 относительно С. Докажите, что

положение середины D отрезка АШ3 не зависит от выбора точки М.

§ 4. ПОВОРОТ

Поворот вокруг точки О на угол α в заданном

направлении—это преобразование плоскости, при котором точка О
остается неподвижной, а любая другая точка А переходит в такую

точку А', что ОА' = ОА и угол АОА', отсчитываемый от луча ОА

в заданном направлении, равен а.

Поворот на 360° возвращает все точки плоскости в исходное

положение, поэтому /?о'°° +
п
= /?о и углы поворота можно

задавать с точностью до 360°. В дальнейшем будем считать, что 0°^
^α·<360° и поворот всегда осуществляется в направлении
против часовой стрелки.

Композиция двух осевых симметрии с осями,

пересекающимися в точке О, есть поворот вокруг точки О на удвоенный угол
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между осями (рис. 10). Если Sfe(/1) = чт
= А' и Sm(A') = A", το ОА" = ОА' =
= ОА и ^AOA" =2^LOM (точки \м
L и Μ принадлежат осям k и т).

Обратно, всякий поворот вокруг
точки можно представить в виде

композиции двух осевых симметрии, оси

которых пересекаются в центре
поворота. Следовательно, поворот есть

движение, не меняющее ориентацию
треугольников.

Чтобы построить образ прямой при I'm·. Ю

повороте вокруг точки О на угол
а (0о<а< 180°), можно поступить так: провести к

прямой k перпендикуляр ОР, повернуть точку Ρ на угол α и через
полученную точку Р' провести прямую k'', перпендикулярную
ОР' (рис. 11). Легко убедиться, что угол между прямой k и ее

образом k' равен а или 180° —а. Угол же между лучом и его

образом всегда равен углу поворота.
Центральная симметрия есть поворот вокруг точки на 180°.

Поворот обычно применяется при решении задач, когда
данной или искомой фигурой является правильный многоугольник.
Иногда с помощью поворота удается доказать равенство

отрезков, найти величину угла между прямыми.

Пример 7. На сторонах АС и ВС произвольного
треугольника ABC вне его построены квадраты АСАХЛ,> и ВСВХВ2.
Доказать, что отрезки /IS, и А}В равны и перпендикулярны.

Решение. Применим поворот вокруг точки* С на 90°

(рис. 12). Треугольники А}СА и ВСВ{ раннобедренные
прямоугольные, поэтому при таком повороте точка Л, перейдет в точку

А, точка В — в точку Ви отрезок А}В — в отрезок Л#,. Значит, эти

отрезки равны и угол между ними равен углу поворота, т. е. 90°.

Примечание. Используя полученный результат, нетрудно

доказать, что центры О и Ρ квадратов и середины Μ и М,
отрезков АВ и /4,β, являются вершинами нового квадрата.

*'

а

о

Рис. 11 Рис. 12
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С Пример8. Внутри равностороннего
/Vv треугольника ABC дана точка Λί, такая,

// \\ что АМ = \, ΒΜ=λβ и СМ = 2. Найти

/ I \ \D АВ* Z-AMB и /.ВМС.
/ I Ус^\ Решение. Для определенности бу-
/ mL^-^^x 4 Дем считать, что треугольник Л#С ориен-

/^Ж*^^~-~^\Л тирован положительно (рис. 13). Повер-
г^^ ^"""-У нем треугольник АСМ вокруг точки С на
А в 60°. Тогда точка А перейдет в точку В,

Рис. 13 точка Μ — в некоторую точку D,
треугольник АСМ — в треугольник BCD. При

этом CD = CM и ZMCD = 60°, следовательно, треугольник CDM

равносторонний.
С помощью поворота получен вспомогательный треугольник

BDM. Заметим, что BD = AM=\, BM = \fZ, DM = CM = 2.

Значит, треугольник BDM прямоугольный, /LDBM =90° и

/BMD= 30°.

Далее вычислим интересующие нас углы: ZBMC= 30° +

+ 60° = 90°, Z,4MC=Z/3DC=:60o + 64)o=120o, Z.AMB = 150°.

Применив теорему Пифагора к треугольнику ВСМ, найдем,

что ВС = АВ=л{7.
Таким образом, применив поворот, нам удалось по-новому

расположить элементы исходной фигуры и найти связь между
данными и неизвестными элементами.

Аналогично решаются и некоторые другие задачи о

равностороннем треугольнике, а также и более сложные задачи, в

которых задан прямоугольный равнобедренный треугольник.

Задачи

33. На прямой взяты последовательно три точки А, В, С и по

одну сторону от прямой построены равносторонние треугольники
ABD и ВСЕ. Точки Μ и N — середины отрезков АЕ и CD.

Докажите, что треугольник BMN равносторонний.
34. На сторонах АС и ВС треугольника ABC вне его

построены равносторонние треугольники АСВ{ и ВСА{. Докажите, что

отрезки /4/4, и /3/3, равны. Найдите величину угла между
прямыми АА] и ВВ]ш

35. Дан правильный шестиугольник ABCDEF с центром О.

Точки Μ α Ν — середины сторон CD и DE. Прямые AM и BN

пересекаются в точке Р. Докажите, что: а) треугольник АВР и

четырехугольник DMPN имеют равные площади; б) /-.АРО =
= Δ.ΟΡΝ = №°.

36. Дан правильный шестиугольник ABCDEF. Точка К —

середина диагонали BD, точка Μ — середина стороны EF.

Докажите, что треугольник АКМ равносторонний.
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ΑΤΑ

37. Внутри равностороннего треугольника ABC дана

точка М. Известно, что ЛМ= 1, BM = \J2 и ZЛ/Иβ = 105°. Найдите
СМ и Ζ ВМС.

38. В окружность вписан равносторонний треугольник ЛВС.
На дуге ЛВ взята произвольная точка М. Докажите, что

МЛ+МВ = МС.

39. Внутри равностороннего треугольника ABC дана
произвольная точка М. Докажите, что длина большего из отрезков
МЛ, MB, MC меньше суммы длин двух других.

40. Дан ромб ABCD, угол А которого равен 120°. Внутри
ромба взята точка М, такая, что Л/И = 1, С/И = 2 и ВМ—-3.

Найдите DM и АВ.
41. Дан равносторонний треугольник ЛВС. Внутри угла АСВ

взята точка /И, такая, что ЛМ=лД, ВМ=2, ZЛ/ИC=15°.
Найдите СМ и Ζ ВМС.

42. Дан равносторонний треугольник ABC. Внутри угла АСВ

взята точка М. Найдите /.АСМ, если Z/lMC = 20o и

ZSMC= 30°.

ΑΤΑ

43. Внутри равнобедренного треугольника ЛВС с прямым

углом С взята точка М, такая, что ЛУИ = 2, ΒΜ = λ/2 и СМ =

= 1. Найдите /1С, Ζ ЯМС и ZGVM.
44. Дан прямоугольный равнобедренный треугольник ЛВС

(ZC= 90°). Внутри его взята точка М, такая, что Л/И = 2,
ΔΑΜΒ = 120°, Zy4MC=105°. Найдите ЯМ и СМ.

45. Дан равнобедренный треугольник ЛВС с прямым углом
С. Вне его взята точка /И, такая, что б/И = С/И и Z/1MC=
= 75°. Докажите, что ЛС = С/И и Z£/tfC= 60°.

46. Внутри квадрата ABCD дана точка /И, такая, что С/И=1,

ϋΜ=Λ/2, Ζ CMD= 105°. Найдите ЛМ, ЛС и ZЛ/ИD.

ΑΤΑ

47. Дан квадрат ABCD. На его сторонах ВС и CD взяты

соответственно точки Μ и N так, что Ζ/Η/1/ν = 450, и проведена
высота АН треугольника ΛΜΝ. Докажите, что АН = АВ.

48. На сторонах ВС и CD квадрата ABCD взяты точки

Μ и N. Найдите угол MAN, если площадь треугольника AMN
равна сумме площадей треугольников АВМ и ADN.

ΑΤΑ

49. На сторонах АС и ВС произвольного треугольника ABC
вне его построены квадраты АСА]А2 и ВСВ^В2. Докажите, что
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медиана СМ треугольника ЛВС перпендикулярна отрезку /4,6,
и равна его половине.

50. На сторонах АС и ВС треугольника ЛВС вне его

построены квадраты АСА\А2 и ВСВ]В2. Докажите, что прямые А2В, АВ2
и СИ, где СН—высота треугольника ABC, пересекаются в

одной точке.

51. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника ABC вне его

построены квадраты с центрами соответственно в точках Аь В{
и С,. Докажите, что: а) отрезки СС\ и /4,β, равны и

перпендикулярны; б) прямые ЛЛ,, ВВ] и СС} пересекаются в одной точке.

52. На сторонах произвольного четырехугольника вне его

построены квадраты. Докажите, что отрезки, соединяющие центры

квадратов, построенных на противоположных сторонах

четырехугольника, равны и перпендикулярны.

§ 5. КОМПОЗИЦИЯ ДВИЖЕНИЙ

Композиция двух преобразований есть преобразование,
которое получится, если сначала выполнить первое
преобразование, а потом второе. Композиция преобразований / и g
обозначается так: gof, при этом сначала выполняется преобразование
/, а затем g. Такой порядок записи оправдывается тем, что

согласно определению

(g°nW= g(f{A)).

Композиция любых преобразований обладает рядом свойств,
похожих на свойства умножения чисел. Композиция
преобразований ассоциативна: для любых преобразований /, g, h

выполняется равенство

ho(gof) = (hog)of.

Тождественное преобразование в композиции играет ту же

роль, какую единица играет при умножении чисел: для любого

преобразования / имеют место равенства

Отметим, что не всегда gof = fog, в чем легко убедиться на

конкретном примере (рассмотрите композицию двух
центральных симметрии ZB°ZA относительно различных центров А и В).

Пусть F — движение плоскости, которое три точки А, В, С, не

лежащие на одной прямой, переводит соответственно в точки А',
В', С/. Тогда ABC и А'В'С — равные треугольники, но они могут
быть ориентированы по-разному. Возможны два случая: 1)
треугольник ABC и его образ А'В'С ориентированы одинаково;

2) эти треугольники ориентированы" противоположно.
Движение плоскости, сохраняющее ориентацию

треугольников, называют движением первого рода. Движение, изменяющее
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ориентацию треугольников на противоположную, называют

движением второго рода. Параллельные переносы и повороты
—

движения первого.рода. Примером движения второго рода
может служить осевая симметрия.

Известно, что всякое движение плоскости можно представить
в виде композиции не более трех осевых симметрии. Композиция
двух осевых симметрии не меняет ориентацию треугольников
и является движением первого рода. Осевая симметрия и

композиции трех осевых симметрии — это движения второго рода.
На основании того, что сказано в предыдущих параграфах

о композициях двух осевых симметрии, приходим к следующему

выводу.

Теорема 1. Всякое движение первого рода есть либо

поворот, либо параллельный перенос, либо тождественное
преобразование.

Впрочем, тождественное преобразование можно

рассматривать как перенос на нулевой вектор или как поворот R[q.
Движения первого рода можно различать по числу

неподвижных точек: при параллельном переносе на ненулевой вектор
все точки меняют свое положение, т. е. неподвижных точек нет;

при ненулевом повороте имеется только одна неподвижная

точка — центр поворота. Тождественное преобразование оставляет

все точки плоскости неподвижными.

Композиция движений первого рода сохраняет ориентацию
треугольников и, следовательно, также является движением

первого рода. Например, композиция двух поворотов Rq и /?£, с

общим центром О есть поворот /?о+р (тождественное
преобразование, если α + β = 360°).

Рассмотрим композицию двух поворотов с различными

центрами.

Теорема 2. Композиция двух поворотов R^ и /?β, где 0°-<
■<α·<360ο и 0°·<β·<360ο, есть поворот вокруг некоторой точки

на угол a-\-fi, если α + β^360°, и параллельный перенос на

ненулевой вектор, если α + β = 360°.

Доказательство. Представим каждый поворот в виде

композиции двух осевых симметрии:

^ = 5т°5„ Rl = Sn°Sm,

где m — прямая ЛВ, Ζ/, т=— , Zm,n=| (рис. 14). Получим:

Rb°R'a = SnoSmoSmoSl = Sn°EoSi = SnoS,.

Здесь мы воспользовались свойством ассоциативности и тем, что

Sm°Sm = E.

Итак, RloR'iA = SnoSl.
Если α + β·<3600^ то прямые / и η пересекаются в некоторой
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a) 6)

Рис. 14

в)

α

Τ'
_α + β

2

^s=i
,
и по свойству

Следовательно, ком-

точке С (рис. 14, а). Получим отрицательно ориентированный

треугольник ЛВС, в котором Z./l =

внешнего угла треугольника Z-l,n

позиция симметрии Sn°S, есть поворот вокруг точки С на угол
α + β, τ. е. R*BoR* = Rl+*.

Если α + βΐ>360°, то прямые / и η тоже пересекаются, но но

другую сторону от прямой ЛВ (рис. 14,6). Получим положитель-

α
но ориентированный треугольник ЛВС, причем Ζ/4 = 180°——

,

Ζβ=180< ^ и Ζ/, я=—^— 180°. Следовательно, и и этом

случае /?Po/^ = tf£+P-;№0° = tf-bf\
Если же α + β = 360°, то прямые / и η параллельны и

композиция симметрии есть параллельный перенос на удвоенное
расстояние между осями / и η (рис. 14, в).

Из приведенного доказательства вытекает простой способ

построения центра результирующего поворота. Кроме того,
получаем важное следствие:

Композиция поворотов R^°R'a есть тождественное
преобразование тогда и только тогда, когда центры поворотов совпадают
и α + β = 360°.

Что касается композиции трех поворотов, то она может быть

тождественным преобразованием и в том случае, когда центры

поворотов различны. Если —

,

-'-
, -^—величины внутренних

углов отрицательно ориентированного треугольника ЛВС, то

RloR^oR- = βϊ0£«+β= Rp-v+y = /?36οβ = £_

Верно и обратное предложение.

Теорема 3. Если композиция трех поворотов /?'',, /?| и Ryc
относительно различных центров есть тождественное

преобразование и α + β+γ= 360ο, то ЛВС — отрицательно ориентирован-
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ный треугольник, углы которого равны: Z.A=~, /LB = \r,

Доказательство. В силу теоремы о двух поворотах,
учитывая, что α + β·<360ο, имеем:

где D — вершина отрицательно ориентированного треугольника

ABD, углы которого равны: Z.A=~, Z-B = \r. Согласно

условию теоремы /?7;°/?"/р = £ и а-\- β-f-γ = 360°, что возможно тогда

и только тогда, когда центры поворотов С и D совпадают.

Значит, ABC — отрицательно ориентированный треугольник, углы

которого соответственно равны у, -^ , -|·.
Поскольку значения углов поворота α, β, γ заключены между

0° и 360°, то композиция Rl°RlJ,°R^ может быть тождественным

преобразованием еще при α + β + γ = 720°. Но при решении
задач этот случай легко сводится к предыдущему: если центры

поворотов взять в обратном порядке, то R^oR^o^=-.E, где а' =

= 360° — α, β' = 360° — β, γ'= 360° — γ, и, следовательно, α'-|-
+ β' + Υ' = 360°.

Применим свойства композиции поворотов к решению задач.

Пример 9. На сторонах АС и ВС произвольного
треугольника ABC вне его построены квадраты с центрами О и Р. Точка

Μ—середина стороны АВ. Найти углы треугольника МОР.
Решение. Для определенности, как и во всех последующих

задачах, будем считать, что исходный треугольник ABC

ориентирован положительно (рис. 15). Композиция F = R™0'ΌR^PQ°ΌR9£"
переводит точку А в точку С, точку С в β, затем точку В снова в /1,
т. е. F(A) = A. Сумма углов поворота равна 360°. Значит, F—

параллельный перенос с неподвижной точкой, т. е.

тождественное преобразование. Согласно теореме 3 углы треугольника
ОРМ равны соответственно 45°, 45°, 90°.

Эту задачу можно решить также с использованием теорем

элементарной геометрии и одного поворота (см. пример 7).
Приведенное решение более

эффективно, а способ решения применим

и к другим подобным задачам.

Пример 10. На сторонах
треугольника ABC построены

равносторонние треугольники ВСК, CAL

и АВМ, лежащие вне треугольника

ABC. Требуется восстановить

треугольник ABC, зная лишь положение

точек К, L, М.
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Решение. Выполним
последовательно повороты Rf°, Rf°, R6§° (рис.

к 16). Композиция F этих поворотов
переводит точку А в точку С, С в В,
затем В в А. Значит, А — неподвижная

точка композиции F. Согласно теореме
2 композиция F есть поворот на 180°,
а точка А — центр этого

поворота. Таким образом, R^oRf0Rf° = R^'
и задача свелась к построению центра
результирующего поворота.

Пользуясь результатом теоремы 2,
построение можно выполнить так.

Сначала построить точку D, такую, что Rf°°Rcl)" = Rlo°°, затем

точку А — центр поворота RbM°°R]oQ°. Вершины β и С

искомого треугольника легко построить, учитывая, что R®]° (A) = C

и RT(C)= B.

Построение точки А можно выполнить и по-другому, не

пользуясь теоремой о двух поворотах, и даже немного проще, если

построить образ точки L в композиции F.

Имеем Rf (L) = L. Строим точки N и L', такие, что Rf (L) =
= N, R%]°(NJ=L'. А так как F = R\H0° и F{L) = Lf, то Л —

середина отрезка LL''.

Решенная задача является частным случаем следующей
задачи.

На сторонах ВС, СА, АВ треугольника ABC как на

основаниях построены равнобедренные треугольники, лежащие вне

треугольника ABC. Заданы вершины /С, L, Μ этих треугольников
и величины α, β, γ углов при этих вершинах, причем α+β+γ^
^360°. Требуется восстановить треугольник ABC.

Так же как при решении предыдущей задачи, заметим,

что композиция поворотов Rl, RaK и RyM переводит точку А в

себя. Поэтому вершина А является центром результирующего

поворота.
Если α + β + γ= 360°, то RyM°RtlK°Rl — тождественное

преобразование и задача имеет бесконечно много решений.

Задачи

53. На сторонах произвольного треугольника вне его

построены равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих

треугольников являются вершинами равностороннего
треугольника.

54. На сторонах АС и ВС треугольника ABC вне его

построены равносторонние треугольники АСР и BCN. Точка О — центр

треугольника АСР, точка Μ — середина стороны АВ. Найдите

углы треугольника ΜΟΝ.
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55. На сторонах АС и ВС треугольника ABC вне его

построены квадраты АСА^А2 и ВСВ1В2. Точка Μ — середина отрезка
А2В2. Докажите, что АМ = ВМ и /LAMB = 90°.

56. На сторонах произвольного треугольника ABC вне его

построены треугольники ВСАХ, САВЬ АВСЬ углы которых при
вершинах Л,, β, и С, равны соответственно 40°, 40° и 100°. Найдите

углы треугольника с вершинами в центрах окружностей,
описанных около треугольников ВСАи САВ1 и АВС{.

ΑΤΑ

57. На сторонах АС и ВС произвольного треугольника ЛВС

вне его построены равносторонние треугольники АСМ и BCN,
а па стороне АВ

— равнобедренный треугольник АВР, такой, что

/LAPB— 120° и точки С и Ρ лежат по одну сторону от прямой АВ.

Найдите углы треугольника ΜΝΡ.

ΑΤΑ

58. На сторонах /1С и ВС треугольника ABC вне его

построены равносторонние треугольники АСМ и BCN. Восстановите

треугольник ABC, если заданы вершины Μ и N этих треугольников
и середина К стороны А В.

59. Постройте треугольник ABC, если на плоскости заданы

лишь центры квадратов, построенных вне треугольника на его

сторонах.
60. Докажите, что существует бесконечное множество

четырехугольников, середины сторон которых совпадают с

вершинами данного параллелограмма.
61. Постройте пятиугольник по заданным серединам его

сторон.

§ 6. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ. ПОДОБНЫЕ ФИГУРЫ

Подобие—это преобразование плоскости, при котором для

любых двух точек Л и β и их образов А' и В' выполняется

равенство А''В'' = k-AB, где k — данное положительное число,

называемое коэффициентом подобия. Если k=\, то подобие является

движением.

Преобразование подобия с коэффициентом k обратимо:

обратное преобразование есть подобие с коэффициентом —.

Фигура Ф' называется подобной фигуре Ф, если существует

преобразование подобия, которое переводит фигуру Φ в фигуру
Ф'. Для треугольников имеются известные признаки подобия.
В случае многоугольников пользуются следующим признаком:
два многоугольника с одинаковым числом сторон подобны, если

стороны одного пропорциональны сторонам другого, а углы

между пропорциональными сторонами равны.
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Пример 11. Прямоугольный лист

бумаги сложили пополам. При каком

условии лист и его половина имеют

одинаковую форму?
Решение. Пусть EF — средняя

линия прямоугольника ABCD,
параллельная меньшей его стороне ВС (рис. 17).
Нужно выяснить, при каком отношении

сторон А В и AD прямоугольники ABCD

и ADEF подобны.
Все углы прямоугольника прямые, поэтому достаточно потре-

, е
АН AD ЛВ 2AD

п с
1 .

п π

бовать, чтобы -пт
=

-7тг» или -гтг
=

-т7г> так как DE ——AB. Отсю-

да получаем, что —-= γ2 . (Именно таково отношение длин

сторон листов бумаги для пишущих машинок форматом 297 X

Х210 мм; |^~λ/2~·)
Подобные треугольники дают ключ к решению многих

геометрических задач. Поэтому важно научиться отыскивать

подобные треугольники или образовывать их с помощью

дополнительных построений. Например, если ААХ и ββ, — высоты

остроугольного треугольника ЛВС и И — точка их пересечения, то

треугольники АА{С, ВВ^С, АВ^Н и ВА^Н подобны: острый угол
одного из них равен острому углу другого.

Задачи

62. Докажите, что отрезок, соединяющий основания высот

остроугольного треугольника, отсекает от него треугольник,
подобный данному.

63. В треугольнике ABC угол С равен 60°, АВ = с. Найдите
длину отрезка АХВЬ соединяющего основания высот ААХ и ββ,
треугольника ABC.

64. Из вершины А параллелограмма ABCD проведены
высоты AM и AN к сторонам ВС и CD. Докажите, что треугольники
MAN и ABC подобны. Найдите MN, если AC = d и Z,4βC = β.

65. Из основания Η высоты СН треугольника ABC проведены
к его сторонам АС и ВС перпендикуляры ИМ и HN. Докажите,
что треугольники MNC и ABC подобны.

66. Докажите, что если ССХ — высота треугольника ABC
и И — точка пересечения его высот, то имеет место равенство
СС, НСХ=АСХ ВС,

А Т

67. Хорды АВ и CD окружности пересекаются в точке М.

Докажите, что АМ-МВ = СМ -MD.
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68. Из точки Af, лежащей вне окружности, проведены две

секущие, которые пересекают окружность в точках А и В,
С и D. Докажите, что МЛ -MB = MC-MD.

69. Из точки М, лежащей вне окружности, проведены к ней

секущая, пересекающая окружность в точках Л и β, и

касательная с точкой касания С. Докажите, что МС2 = МА -MB.

ΑΤΑ

70. Дан равносторонний треугольник ABC. Точка О —

середина стороны А В. На сторонах ВС и АС взяты точки Μ и Ν,
такие, что Δ.ΜΟΝ= 60°. Докажите, что треугольники AON, BOM
и ΜΟΝ подобны.

71. В равнобедренный треугольник ЛВС вписана

полуокружность, центр О которой принадлежит основанию АВ

треугольника. Произвольная касательная к полуокружности пересекает
стороны ВС и АС соответственно в точках Μ и iV. Докажите, что

треугольники AON, ВОМ и MON подобны.

ΑΤΑ

72. Внутри треугольника ЛВС взята произвольная точка

О и через нее проведены три прямые, параллельные сторонам
треугольника. Эти прямые делят треугольник ЛВС на шесть частей,
три из которых являются треугольниками. Радиусы
окружностей, вписанных в эти треугольники, равны г,, г,,, г:). Радиус
окружности, вписанной в треугольник ЛВС, равен г. Докажите,
что r{-\-r2-\-rA = r.

73. В треугольник вписана окружность радиуса г.

Параллельно сторонам треугольника к окружности проведены
касательные и в образовавшиеся малые треугольники вписаны

окружности радиусов Л|, г2, пл. Докажите, что r]-\-r2-\-r3 = r.

74. Через некоторую точку внутри треугольника проведены

три прямые, соответственно параллельные его сторонам. Эти

прямые образуют со сторонами треугольника три треугольника,
площади которых равны S,, S2, S;J. Найдите площадь данного

треугольника.

ΑΤΑ

75. Дана трапеция ABCD с основанием АВ. Окружность,
проходящая через вершины A, D и С, касается прямой ВС.

Найдите АС, если АВ = а и CD = b.

76. Дана трапеция ABCD (АВ и CD — основания), в которой
AD = CD=\, Лб = 3, ΖΛ=2 Δ.Β. Найдите ВС и ^АВС.

ΑΤΑ

77. Дан прямоугольник ABCD. Постройте на его стороне CD

точку М, такую, чтобы треугольники ABM, BCM и ADM были

подобны.
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78. Данный прямоугольник ABCD разделите прямой,
параллельной стороне ВС, на два подобных прямоугольника.

79. Данную трапецию разделите прямой, параллельной
основаниям, на две подобные трапеции.

ΑΤΑ

80. На прямой даны последовательно три точки А, В и С.

Найдите множество точек Μ плоскости, для которых /,.ЛВМ =

= Z.AMC.

§ 7. ГОМОТЕТИЯ И ЦЕНТРАЛЬНО-ПОДОБНЫЙ ПОВОРОТ

Гомотетией с центром О и коэффициентом ΙιφΟ называется

преобразование плоскости, при котором образом произвольной
точки А является такая точка А', что QA' = k-OA.

Гомотетию с центром О и коэффициентом k обозначают Нк0.
Единственная неподвижная точка гомотетии (при 1гф\) — ее

центр. Если /г>0, то точки А и А' лежат на прямой ОА по одну

сторону от центра гомотетии; если /г<0, то по разные стороны.

При k= — \ гомотетия есть центральная симметрия.
Пусть А' и В' — образы точек Л и β при гомотетии с центром

О и коэффициентом k. Тогда QA' = kOA и OB' = kOB.

Следовательно,

A'B'=OBf — OA' = k{(yB-OA) = kA~B.

Итак, A'B' = kAB. Из этого равенства вытекают важнейшие

свойства гомотетии. По определению произведения вектора на

число имеем А'В'= \k\ -AB. Следовательно, гомотетия с

коэффициентом k есть подобие с коэффициентом |/г|.
Гомотетия с положительным коэффициентом k переводит

каждый луч в сонаправленный с ним луч и, значит, не меняет

ориентацию треугольников. Гомотетия с отрицательным
коэффициентом — k может быть представлена в виде композиции

гомотетии с положительным коэффициентом k и поворота на 180°

вокруг центра: Я(ул = /?о80°о/-/£,. При этом каждый луч переходит
в противоположно направленный с ним луч, но ориентация
треугольников не меняется.

Рассмотрим композицию гомотетии и поворота с общим

центром. Пусть при гомотетии с коэффициентом k точка А переходит
в точку Л', а при повороте с тем же центром О на угол φ точка

А' переходит в точку А" (рис. 18). Их композиция переводит

точку Л в точку А". Нетрудно проверить, что результат не

изменится, если сначала выполнить поворот, а потом гомотетию.

Композицию гомотетии с положительным коэффициентом и поворота
вокруг их общего центра называют центрально-подобным

поворотом и обозначают через П0' ф.
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Рис. 18 Рис 19

При центрально-подобном повороте угол между лучом и его

образом равен углу поворота. Это следует из того, что при
гомотетии с положительным коэффициентом луч переходит в сона-

пранленпый с ним луч, а при повороте угол между лучом и его

образом равен углу поворота.

Поворот и гомотетия сохраняют ориентацию треугольников,
значит, и центрально-подобный поворот сохраняет ее.

Гомотетию, центрально-подобный поворот, а также параллельный
перенос называют преобразованиями подобия первого рода.

Пример 12. Дан прямоугольный треугольник ЛВС. Из

вершины С прямого угла проведена высота CD. Точки Μ и N —

середины отрезков CD и BD. Доказать, что отрезки AM и CN

перпендикулярны. .

Решение. Применим центрально-подобный поворот с

центром D, коэффициентом k =
-^

и углом поворота 90° (рис. 19).

Так как 4тг= -7777
= ^ т0 ПРИ этом точка С перейдет в точку Л,

Си Ьи

точка В — в точку С, середина N отрезка BD — в середину Μ

отрезка CD, а отрезок CN—в отрезок AM. Значит, отрезки AM

и CN перпендикулярны.
х,

AM АС , 0
Можно еще заметить, что "c/v"=~cZT ^

Для доказательства мы использовали свойства

центра л ь н о-п о д о б и о г о поворота: угол между любым лучом

и его образом равен углу поворота, а отношение

соответствующих отрезков AM и CN равно коэффициенту подобия.

С помощью гомотетии решаются разнообразные задачи на

построение, доказательство и вычисление. При этом чаще всего

используются следующие свойства гомотетии:

центр гомотетии, точка и ее образ лежат на одной прямой;
прямая, не проходящая через центр гомотетии, и ее образ

параллельны;
любые две окружности гомотетичны, причем если они

касаются, то точка касания является их центром гомотетии.

Задачи

81. Докажите, что середины оснований трапеции, точка

пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых

сторон трапеции принадлежат одной прямой.
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82. На сторонах ВС и АС треугольника ABC взяты точки

Μ и N. такие, что ттт
=

тттг
=

77 · Прямые AM и BN пересекаются
ΝΑ MB 2 г

в точке /С. Докажите, что К — середина медианы CD

треугольника ABC.
83. Докажите, что середины сторон треугольника являются

вершинами треугольника, гомотетичного данному. Укажите

центр и коэффициент гомотетии.

84. Докажите, что во всяком треугольнике центр О

описанной окружности, центроид Л4* и ортоцентр Η принадлежат одной

прямой, причем ОН = ЗОМ (прямая Эйлера).

ΑΤΑ

85. Внутри треугольника ABC взята произвольная точка М.

Найдите периметр треугольника с вершинами в центроидах
треугольников АВМ, ВСМ и АСМ, если периметр треугольника ABC

равен 2р.
86. Даны четырехугольник и точка. Докажите, что точки,

симметричные данной точке относительно середин сторон
четырехугольника, являются вершинами параллелограмма.

87. Дан четырехугольник ABCD. Докажите, что центроиды
треугольников BCD, ACD, ABD и ABC являются вершинами

четырехугольника, гомотетичного данному. Найдите центр и

коэффициент гомотетии.

ΑΤΑ

88. В треугольник ABC вписан параллелограмм CDEF так,
что вершины D, Е, F лежат соответственно на сторонах СА, АВ

и ВС. Через середину Μ стороны АВ проведена прямая СМ,

пересекающая прямую EF в точке К. Докажите, что ADFK —

параллелограмм.
89. В треугольник ABC вписан параллелограмм CDEF так,

что вершины D, E, F лежат соответственно на сторонах СА, АВ
и ВС. Отрезки AF и DE пересекаются в точке Р, а отрезки BD

и EF — в точке Q. Докажите, что отрезки PQ и АВ параллельны.

ΑΤΑ

90. Проведены два радиуса окружности. Постройте хорду так,
чтобы она разделилась этими радиусами на три равные части.

91. С помощью одной линейки проведите прямую,
параллельную основаниям данной трапеции, так, чтобы ее отрезок,
заключенный в трапеции, делился диагоналями на три равные части.

*

Центроидом называют точку пересечения медиан треугольника,

ортоцентром — точку пересечения его высот.
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92. Через точку касания двух окружностей проведены две

прямые, пересекающие одну окружность в точках А и В, а

другую— в точках С и D. Докажите, что прямые АВ и CD
параллельны.

93. Две окружности пересекаются в точках А и В. Докажите,
что одну из них можно перевести в другую центрально-подобным
поворотом вокруг точки Л, причем прямая, соединяющая

соответствующие точки окружностей, проходит через точку В.
94. Даны два одинаково ориентированных квадрата ОАВС

и 0/4,£|С|. Докажите, что прямые AAU BB] и СС1 пересекаются
в одной точке. Найдите величину угла между прямыми /1Л,
и ββ,.

ΑΤΑ

95. Точка β лежит между точками Л и С. В полуплоскости
с границей АС построены квадраты ΑΒΜΝ и BCDE. Докажите,
что середины отрезков АЕ, CM, DN и точка В являются

вершинами третьего квадрата.
96. В прямоугольнике ABCD проведен перпендикуляр ВК

к диагонали АС. Точки Μ и N соответственно середины отрезков
А К и CD. Докажите, что Ζ ΒΜΝ = 90°.

97. Дан равнобедренный треугольник ABC с основанием АВ.

Построены высоты CD и перпендикуляр DE к стороне ВС. Точка

Μ — середина отрезка DE. Докажите, что отрезки АЕ и СМ

перпендикулярны.
98. На сторонах треугольника ABC построены подобные

треугольники BCD, САЕ вне его и треугольник АВМ во внутреннюю

сторону так, что Ζ BCD= Ζ CAE= /LBAM, Z.CBD= /LACE=

= Z-ABM. Докажите, что CDME—параллелограмм.

§ 8. КОМПОЗИЦИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПОДОБИЯ

Выполним два преобразования подобия с коэффициентами kx
и k2 одно за другим. При этом расстояние между двумя точками

A w В умножается сначала на /г, и затем на /г2, а в результате на

k\k2. Значит, композиция двух подобий с коэффициентами kl и k.}
есть подобие с коэффициентом /г = £,/г2.

Различают два вида подобий: подобия первого рода
сохраняют ориентацию треугольников, подобия второго рода меняют

ориентацию на противоположную.
Центрально-подобный поворот является подобием первого

рода. Примером подобия второго рода может служить
композиция осевой симметрии и гомотетии.

В дальнейшем нам понадобятся только подобия первого ро-
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да. Их немного. Можно доказать, что всякое преобразование
подобия первого рода есть центрально-подобный поворот или

параллельный перенос. Гомотетию, поворот вокруг точки и

тождественное преобразование можно считать частными случаями

центрально-подобного поворота Uq ф: при ψ = 0 это гомотетия,

при /г=1 —поворот, при φ —0 и fe=l —тождественное

преобразование.

Теорема 1. Композиция двух центрально-подобных

поворотов П/
'

и П/ при k]k2=\ есть движение первого рода:

поворот, если α+β^360°, и параллельный перенос, если α + β =
= 360°.

Доказательство. Композиция двух подобий первого
рода есть подобие первого родя, а так как k{k2=\, то

/Г = П/ οϊΊ,ι1'α есть движение первого рода. При этом каждый

луч поворачивается сначала на угол а, потом на угол β, а в

результате на угол α + β. Следовательно, если α + β^360°, то

F есть поворот вокруг некоторой точки на угол α + β', если же а +
+ β = 360°, то F — параллельный перенос (при этом F—

тождественное преобразование только тогда, когда центры поворотов
Л π В совпадают).

Аналогично доказывается следующая теорема о композиции

трех подобий.

Теорема 2. Композиция трех центрально-подобных

поворотов /Г = П^' ν°Π/ οΠ/
"

есть тождественное преобразование,
если fe]fe2^3= I- сумма углов поворота равна 360° или 720° и

преобразование F имеет неподвижную точку.
На XVII Международной олимпиаде школьников в 1975 г.

предлагалась следующая задача, которую можно легко решить,

используя композицию преобразований.

Пример 13. На сторонах произвольного треугольника ABC
вне его построены треугольники ABM, BCN и САР так, что

ZG4P=ZCfiN= 45°, ААСР= ZSCN= 30°, ΔΑΒΜ=ΔΒΑΜ=
= 15°. Доказать, что Ζ ΡΜΝ= 90° и ΡΜ = ΜΝ.

Решение. Пусть данный треугольник АВ£ ориентирован
положительно (рис. 20, а). Рассмотрим композицию

—

- '°5°
, 1ПСО

F = T\kN оП£
,05

ο/?"»",

где fe=i^ = y2~. Имеем R]^{B) = At YlkP
,05°

(A)=C,
sin 30°

7
' 105°

t
Пд, (С) = В. Следовательно, F(B)=B, т. е. В — неподвижная

точка преобразования F. Так как произведение коэффициентов
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подобий равно 1 и сумма углов поворота равна 360°, заключаем,

что F есть тождественное преобразование.
Углы треугольника MNP можно найти, построив образ точки

Μ при композиции F (рис. 20,6). Учитывая, что F{M)= M,
получим:

/ ,лг.
—

· 1°5°

Rm°(M)= M, Π"·,αι (М) = М', WkN (M') = M.

Треугольники РММ' и РАС (так же как треугольники NMM'

и N ВС) подобны и одинаково ориентированы. Треугольники
РММ' и NMM' подобны и ориентированы противоположно,
Ζ РММ' = Ζ ΝΜΜ' = 45°, MM' — их общая сторона, значит, они

равны, отсюда Ζ ΡΜΝ = 90° и ΡΜ = ΜΝ.

Способ решения, основанный на применении композиции

преобразований подобия, можно использовать для составления и

решения аналогичных задач.

Задачи

99. На сторонах ВС и АС произвольного треугольника ABC
вне его построены прямоугольные треугольники BCN и АСР
с прямыми углами при вершинах N и Р, такие, что /LCAP =
= Ζ CBN= 60°. Найдите углы треугольника MNP, где Μ —

середина стороны АВ.

100. На сторонах ВС и АС треугольника ABC вне его

построены прямоугольные треугольники ВСМ и ACN, причем
ZCfiM=ZG4N= 90o и ^ВСМ= AACN= y. Найдите углы
треугольника АВК, где К — середина отрезка MN.

101. На стороне АВ треугольника ABC выбраны точки

Б и F так, что Zy4C£= /LBCF= y. На лучи СЕ и CF опущены

перпендикуляры AM и BN. Точка /С— середина стороны АВ.

Докажите, что KM = KN и Ζ KMN= y.
102. На сторонах произвольного треугольника ABC вне его

построены треугольники ABM, BCN и САР, такие, что Δ.ΒΑΜ =
= ZC/1P=15°, ΔΑΒΜ= ^CBN= 30° и ^ACP= Ζ BCN = 45°.

Найдите углы треугольника MNP.
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ΑΤΑ

103. На сторонах треугольника ABC вне его построены

треугольники ABM, BCN и САР, такие, что Ζ САР= Ζ CBN= a,

Δ.ΑΟΡ=Δ.ΑΒΜ = $, ABCN=£BAM=y, причем α + β + γ = 90°.

Найдите углы треугольника MNP.
104. На сторонах ВС и АС треугольника ABC вне его

построены треугольники ВСМ и ACN, такие, что /-ВМС= Z-ANC=

= 90°, -тг77
=

тг, -гтг
=

7г · На стороне Лб взята точка К так,
βУМ ό AN 2 r

Л/( 2
что -7TF —т- Найдите угол ΜΚΝ.

105. На сторонах выпуклого четырехугольника A BCD вне его

построены равносторонние треугольники. Докажите, что отрезок
MN, соединяющий вершины построенных треугольников АВМ

и CDN, перпендикулярен отрезку PQ, соединяющему центры

двух других треугольников, причем MN= PQy3.
106. Дан выпуклый пятиугольник ABNCM. Известно, что

BCN и АСМ — прямоугольные треугольники с гипотенузами ВС
и АС, причем Ζ #CiV = /LAСМ. Через середину К стороны АВ

проведены прямые КМ и KN, пересекающие продолжения
сторон ВС и АС соответственно в точках Ρ и Q. Докажите, что

точки С, Μ, Ν, Ρ и Q лежат на одной окружности.
107. В окружность вписан шестиугольник, у которого три

стороны, взятые через одну, равны радиусу окружности. Докажите,
что середины трех остальных сторон являются вершинами
равностороннего треугольника.

ГЛАВА II

МЕТОД ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ФИГУР

Характерным для решения геометрических задач является

применение вспомогательных построений. С их помощью

решаемую задачу обычно удается свести к элементарным задачам,
решения которых известны или легко могут быть получены.

Вспомогательные построения иногда напрашиваются сами

собой. Например, если в задаче говорится о прямой, касающейся
окружности, то естественно провести радиус В точку касания

и воспользоваться тем, что он перпендикулярен касательной.

При решении же нестандартных задач найти удачное
вспомогательное построение не так-то просто. Требуется большой опыт,

изобретательность, геометрическая интуиция, чтобы догадаться,
какие дополнительные линии следует провести. Помочь делу
может умение применять геометрические преобразования, которые
приводят к построению вспомогательных фигур. Так, ключ к

решению ряда задач из § 4 дает вспомогательный треугольник,
полученный путем поворота элементов заданной фигуры (см.
пример 8 главы I).
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§ 1. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ОКРУЖНОСТЬ

При решении планиметрических задач, когда требуется
установить равенство некоторых углов, нередко полезно около

треугольника или четырехугольника описать окружность. Это

позволяет использовать теорему о вписанном угле и ее следствия.

Как известно, около всякого треугольника можно описать

окружность, и притом только одну. При определенном условии

окружность можно описать и около четырехугольника. Если

четырехугольник A BCD вписан в окружность, то сумма его

противоположных углов равна 180°, а углы ABD и ACD, опирающиеся
на одну и ту же дугу, равны (рис. 21). Верно и обратное
предположение, его нетрудно доказать способом от противного.

Точки А, В, Си D принадлежат одной окружности, если:

1) ABCD — выпуклый четырехугольник и сумма его

противоположных углов равна 180°

или 2) точки В и С лежат по одну сторону от прямой AD
и /-ABD = /L.ACD (в этом случае говорят, что отрезок AD

виден из точек В и С под равными углами).
Покажем, как использовать вспомогательную окружность

при решении задач.

Пример 1. В остроугольном треугольнике ABC проведены
высоты АР, BQ и CR. Доказать, что ΔΒΑΡ= ZfiQtf.

Решение. Пусть Η — точка пересечения высот

треугольника ABC (рис. 22). Так как AARH= ^AQH= 90°, то около

четырехугольника ARHQ можно описать окружность, приняв отрезок
АН за диаметр. Построив ее, замечаем, что Ζ ВАР— Ζ BQR как

вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу.

Пример 2. Из вершины А квадрата ABCD проведены лучи,

образующие между собой угол 45°. Один из них пересекает
диагональ BD в точке М, другой — сторону ВС в точке N. Доказать,
что ZЛM^V= 90o.

D А

Ж
В Ρ С

Рис. 21 Рис. 22
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А В

Рис. 23 Рис. 24

Решение. Из вершин А и В квадрата отрезок MN виден
под равными углами: /LMAN = ZLMfiiV = 45° (рис. 23).
Следовательно, около четырехугольника ABNM можно описать

окружность. Так как сумма противоположных углов четырехугольника,
вписанного в окружность, равна 180° и AABN= 90°, то и

Ζ.AMN= 90°. Кроме того, замечаем, что отрезки AM и MN равны
как хорды, стягивающие равные дуги окружности. Таким
образом, устанавливаем, что треугольник AMN не только

прямоугольный, но и равнобедренный.
Построение вспомогательной окружности и в более сложных

случаях иногда очень быстро приводит к цели.

Пример 3. Медиана и высота треугольника, проведенные
из одной вершины внутри его, различны и образуют равные
углы со сторонами, выходящими из той же вершины. Доказать, что

треугольник прямоугольный.
Решение. Пусть высота СН и медиана СМ треугольника

ABC образуют со сторонами АС и ВС равные углы (рис. 24).
Опишем около треугольника ABC окружность. Достаточно
доказать, что АВ — ее диаметр. Продолжим медиану СМ до
пересечения с окружностью в точке D и рассмотрим треугольники АСН
и BCD. Так как /LACH= /LBCM по условию и ZLy4=ZLD как

вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, то

/LAHC= /LCBD = 90°. Следовательно, CD — диаметр окружности.
Центр окружности лежит на диаметре CD и на

перпендикуляре т к стороне АВ в ее середине М. Так как согласно условию
медиана CD не является высотой, то прямые т и CD имеют

только одну общую точку М, которая и является центром
описанной окружности. Следовательно, АВ — диаметр окружности
и ^АСВ = 90°.

Полученный результат позволяет устно решить следующую
очень известную задачу: найти углы.треугольника, в котором
медиана и высота, проведенные из одной вершины, делят угол на

три равные части.
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Ясно, что угол, из вершины которого проведены высота и

медиана, прямой и он делится ими на три угла по 30°. Отсюда

следует, что острые углы данного треугольника содержат 30° и 60°.

При решении некоторых задач на вычисление углов можно

пользоваться следующими свойствами.

Пусть около треугольника ЛВС описана окружность с

центром О. Если точки О и С лежат по одну сторону от прямой А В,
то согласно свойству вписанного и центрального углов

/_АСВ =— /-АОВ; если же эти точки лежат по разные стороны от

АВ, то /АСВ +^ /АОВ=\80°.

Обратно, если: 1) точки О и С лежат по одну сторону от АВ,

ОА = О В и /-АСВ=-^ Δ.ΑΟВ или 2) точки О и С лежат по

разные стороны от АВ, ОА = ОВ и /ОСВ +^ /АОВ=\80°, то

точка О — центр окружности, описанной около треугольника
ABC.

Задачи

108. Докажите, что прямая, соединяющая вершину прямого
угла треугольника с центром квадрата, внешне построенного на

гипотенузе, делит прямой угол треугольника пополам.

109. Внутри острого угла А взята произвольная точка

Μ и проведены перпендикуляры MB и МС к сторонам угла. Из

вершины А проведен перпендикуляр к прямой ВС,
пересекающий ее в точке AV Докажите, что / ВАК= / САМ.

ПО. Из основания И высоты СИ треугольника ABC

проведены к сторонам АС и ВС перпендикуляры ИМ и HN. Докажите,
что треугольник CMN подобен треугольнику ABC.

111. а) Найдите на гипотенузе данного прямоугольного

треугольника точку, для которой расстояние между ее проекциями
на катеты наименьшее.

б) Дан треугольник ABC. Из точки Р, лежащей на стороне
АВ или на ее продолжении, проведены перпендикуляры РМ

и PN к прямым АС и ВС. При каком положении точки Ρ на

прямой АВ отрезок ΜΝ имеет наименьшую длину?
112. Дан треугольник ABC, углы А и В которого острые. Из

точки Р, лежащей на стороне АВ, проведены перпендикуляры
РМ и PN к сторонам АС и ВС. При каком условии отрезок MN

будет параллелен стороне АВ}
113. Прямоугольный треугольник ABC с прямым углом С

перемещается по плоскости так, что вершины А и В скользят по

сторонам данного прямого угла с вершиной О (точки О и С

лежат по разные стороны от прямой АВ). Найдите геометрическое
место точек С.
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ΑΤΑ

114. Дан параллелограмм ABCD, угол А которого острый.
На прямых ВС и АВ построены соответственно точки Μ и N так,
что АМ = АВ и CN = CB. Докажите, что треугольники АВМ,
BCN и DMN подобны.

115. Дана трапеция ABCD с основанием АВ и прямым
углом В. К стороне AD через ее середину Μ проведен
перпендикуляр, пересекающий прямую ВС в точке N. Докажите, что

треугольники ADN и ВСМ подобны.
116. Через вершину А квадрата ABCD проведены два луча,

образующие между собой угол 45°. Один луч пересекает сторону
ВС в точке Μ и диагональ BD в точке Ν, другой — сторону CD
и точке Ρ и диагональ BD в точке Q. Докажите, что точки С, М,
Ν, Ρ и Q лежат па одной окружности.

117. На сторонах произвольного треугольника ABC вне его

построены равносторонние треугольники ВСАЬ САВ{ и АВС{.
Докажите, что прямые /4Л|, ВВ{, ССУ пересекаются в одной точке

и каждая из них образует с другой угол 60°.

118. Докажите, что если два противоположных угла
четырехугольника тупые, то диагональ, соединяющая вершины этих

углов, короче второй диагонали.

ΑΤΑ

119. Дан равносторонний треугольник ABC. Из точки Е,
лежащей на стороне АВ, проведен перпендикуляр EF к стороне
АС. Точка К — середина отрезка АЕ. Прямая, проходящая через

вершину В перпендикулярно стороне ВС, пересекает прямую EF

в точке D. Найдите углы треугольника CKD.
120. Биссектрисы АЕ и BF треугольника ABC, угол С

которого равен 60°, пересекаются в точке О. Докажите, что OE= OF.

121. Отрезок И{И,2, соединяющий основания И{ и И2 высот

ЛЯ, и ВИ2 треугольника ABC, виден из середины Μ стороны АВ

под прямым углом. Найдите угол С треугольника ABC.

ΑΤΑ

122. а) Через две данные точки А и В проведите окружность
так, чтобы она касалась данной прямой.

б) На одной стороне угла с вершиной О даны точки

/1 и β. Найдите на другой стороне точку С, из которой отрезок АВ

виден под наибольшим углом.
123. а) На окружности даны три точки А, В и С. Постройте,

на окружности точку D так, чтобы хорды АВ и CD пересекались
в точке, делящей хорду CD пополам.

б) Дан треугольник ABC. На прямой АВ постройте точку
Μ так, чтобы отрезок СМ был средним пропорциональным
отрезков AM и ВМ. При каком условии задача имеет хотя бы одно
решение?
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124. Постройте треугольник ЛВС, зная его биссектрису CD
и углы, которые она образует с высотой и медианой
треугольника, проведенными из той же вершины С.

▲ ТА

125. Диагональ АС выпуклого четырехугольника ABCD
образует со сторонами углы: /LBAC= ^BCA = 40°, Z,4CD = 30o,
ZG4D = 20°. Найдите ABDC.

126. Дан четырехугольник ABCD, в котором ЛВАС=
=-. АВСА = \Ь°, ^ЛСО= 30°, ZC/1D = 45°. Докажите, что

AB = BD.
127. В треугольнике ЛВС известны углы: Z/4 = 30°, /LB =

= 80°. Внутри треугольника взята точка М, такая, что

треугольник ВСМ равносторонний. Найдите A MAC.

128. Через вершины А и В равнобедренного треугольника
ABC, в котором АС= ВС и ZC= 80°, проведены две прямые,

пересекающиеся в точке О внутри треугольника. Найдите /LACO,
если ΔΟΑΒ= 10° и ΖΛβΟ = 30°.

ΑΤΑ

129. Вычислите угол А треугольника ABC, если Ζβ = 75°

и высота CD в два раза меньше стороны АВ.

130. На стороне АВ треугольника ABC взята точка Р, такая,

что АР:РВ = \:2. Найдите /LACP, если ΖΛ=45° и Ζ£ = 75°.

131. В треугольнике ABC проведена медиана СМ.

Определите вид треугольника, если Z.A + Ζ УИС5 = 90°.

§ 2. СПРЯМЛЕНИЕ

При решении ряда геометрических задач, преимущественно
задач на построение, удобно пользоваться специальным

приемом, который называют спрямлением. Если в условии

указана сумма двух или нескольких отрезков, являющихся

звеньями ломаной, то естественно попытаться на чертеже
выпрямить эту ломаную, повернув или переложив отрезки так, чтобы

они оказались на одной прямой. В результате получается
вспомогательная фигура, с помощью которой решаемая задача

сводится к более простой или известной задаче.

Пример 4. Построить равнобедренный треугольник, если

даны его угол при основании и сумма основания с боковой

стороной.
Анализ. Пусть ABC—равнобедренный треугольник,

Ζ/Ί = Ζΰ = α и АВ-\-ВС = т, где т — данный отрезок. Спрямим
ломаную ABC, для чего сторону ВС повернем вокруг точки

В так, чтобы точка С перешла в точку D, лежащую на

продолжении стороны АВ (рис. 25). Соединив точки С и D отрезком,
получим вспомогательный треугольник ACD, в котором /4D = m,
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Рис. 26

Ζ/1=α, ΖD= Ζ BCD =— (так как внешний угол треугольника

#CD равен а). Значит, треугольник ACD можно построить, после

чего остается найти точку В, в которой надо согнуть отрезок AD,
чтобы получить искомый треугольник ЛВС. Поскольку BC=BD,
то точка В лежит на серединном перпендикуляре отрезка CD

т. е. точка является точкой пересечения отрезка AD и

серединного перпендикуляра отрезка CD.

Построение треугольника ABC не представляет трудности.
Заметим, что задачу можно решить и методом подобия, но

построение треугольника ABC будет более громоздким.

Спрямление отрезков иногда выгодно применять и при
решении задач на вычисление. Вспомогательные построения
позволяют сократить и упростить вычисления. Рассмотрим задачу, в

которой задана разность двух отрезков.

Пример 5. Найти угол В треугольника ABC и радиус
описанной около него окружности, если известно, что АС — #С= 2,

ΑΒ=λβ и ZC= 60°.
Решение. Выполним вспомогательное построение: на

стороне АС треугольника ABC отложим отрезок CD, равный
стороне ВС (рис. 26). Тогда AD = 2. Соединив точки В и D отрезком,

получим вспомогательный треугольник ABD. Поскольку
треугольник BCD равносторонний, то Z/4D#=120°. Применив к

треугольнику ABD теорему синусов, получим:

sin β = 2sin/l20° , где β=ΖΛβΟ, 0°<f3<90°.

Ho sin 120°=-^-, поэтому sin β
Λ/2

, β = 45<

ΖΛβΟ= 45ο + 60ο=105°.

Радиус окружности, описанной около треугольника ABC,
найдем по формуле с = 2# sin 60°. Так как с = л/б, то /? = "\/2.

Спрямление отрезков применяется также при решении задач
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на доказательство, когда требуется
доказать, что один из отрезков
равен сумме некоторых других

отрезков.

Пример 6. Доказать, что

сторона правильного девятиугольника

равна разности между большей

и меньшей его диагоналями.

Решение. Пусть Α]Α2...Α9—
правильный девятиугольник (рис.
27). Вершины девятиугольника
делят описанную около него

окружность на девять дуг по 40°. Поэтому
хорды Л,Л 5 и А2А4 параллельны
и углы у4, и Ав трапеции Л,Л2/14/15 равны но 60°.

Отложим на большей диагонали А^А^ отрезок /4,β, равный
стороне А1А2 девятиугольника. Тогда А}А2В — равносторонний
треугольник, Ζ.Α{ΒΑ2 = ^1Л,Л5Л 4

^ β0 °, значит, /l2#||y44/ts и

А2ААА5В — параллелограмм. Поэтому ВАГ) = А2АА.
Итак, Л,Л5 = Л ,Л2-[-Л2Л4, откуда и вытекает доказываемое

утверждение.
Вспомогательное построение можно несколько изменить: на

продолжении меньшей диагонали А2АА отложить отрезок ААС,
равный стороне АААЪ. Затем таким же образом доказать, что

А\А2САЪ — параллелограмм и, следовательно, A]Ah= A2A4-\-AAC.

Рис. 27

Задачи

132. а) Постройте равнобедренный треугольник, зная его

периметр и высоту.

б) Периметр равнобедренного треугольника равен 2р, высота

равна h. Докажите, что tg—=—, где α — величина угла приΖ ρ

основании треугольника.
133. Постройте прямоугольный треугольник по

гипотенузе с и сумме s катетов. Имеет ли задача решение, если

с=10 и 5=15?
134. Постройте параллелограмм, если даны его периметр 2р

и высоты /г, и h2, проведенные к смежным сторонам.

ΑΤΑ

135. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 2,

разность катетов равна у2 . Найдите углы и площадь треугольника.
136. Дан треугольник ABC, в котором ΑΒ = 'ό и Ζ/4=30°.

Найдите две другие стороны треугольника, если известно, что их

сумма равна 2 уЗ.
39



▼ AT

137. Докажите, что сумма расстояний от любой точки

основания равнобедренного треугольника до боковых сторон постоянна.

138. Дан треугольник А ВС, в котором Ζ /1 = Ζ Β = 40°.

Проведена биссектриса AD треугольника. Докажите, что

AD + CD = AB.

139. Дан четырехугольник ABCD, в котором Ζ/1=60ο,
Ζ Β = 40°, ZC=120° и CD = AD. Докажите, что

BC + CD = AB.

140. В окружность радиуса R вписан правильный
десятиугольник А1А2...АЮ. Докажите, что Л,Л4 — AiA2 = R.

§ 3. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ

Рассмотрим еще один прием решения геометрических задач

определенного вида. Сущность приема легко понять на

конкретной задаче.

Приведенная ниже задача может быть решена разными
способами. Всегда интересно задачу на построение решить

геометрически, придумать подходящее вспомогательное построение.
В случае неудачи стоит перейти к вычислениям, выразить через
данные элементы некоторые другие элементы треугольника и

посмотреть, что подскажут полученные формулы.

Пример 7. Построить треугольник ABC, разность углов
А и В которого равна 90°, если даны стороны АС и ВС.

Решение. Поскольку известны две стороны искомого

треугольника ABC (будем считать, что ВС = а и ЛС = й), а

противолежащие им углы связаны соотношением Ζ/1=90°+Ζβ, то

удобно воспользоваться теоремой синусов:
sin В

_

sin (90° + В)
Ь а

'

Учитывая, что sin (90° + #) = cos В, получим:

Мы получили очень простую формулу, из /которой следует,
что угол В искомого треугольника ABC равен острому углу

прямоугольного треугольника с катетами α и Ь. Присоединим такой

прямоугольный треугольник к треугольнику ABC так, чтобы

получился равнобедренный треугольник ВСВ' (рис. 28). Тем самым

мы нашли вспомогательное построение, ведущее к решению
задачи.

Из приведенного анализа видно, как построить искомый

треугольник. Сначала построим вспомогательный прямоугольный
треугольник АВ'С по двум катетам: В'С = а и /4С = 6. Затем

треугольник АВ'С дополним до равнобедренного: радиусом СВ' про-
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Рис. 28

ведем окружность с центром С, которая вторично пересечет
прямую АВ' в искомой точке В. По смыслу задачи а>Ь, поэтому
точка А будет лежать между точками В' и В.

Полученный треугольник ABC удовлетворяет условию
задачи.

Действительно, ВСВ'—равнобедренный треугольник, 6С =

= б'С, ΔΒ=ΔΒ'. По свойству внешнего угла треугольника
ΔBAC= 90o + Δ. В'. Таким образом, ВС= а, АС= Ь, ΖΛ=90° +
-f-Z.fi, значит, треугольник ABC искомый.

После того как найдено удачное вспомогательное построение,

следует присмотреться к решенной задаче и постараться

выяснить, почему те или иные вспомогательные линии приводят к

цели. Нельзя ли найденный прием использовать при решении
некоторых других задач?

Рассмотрим равнобедренный треугольник ВСВ', который
отрезком АС разбивается на два треугольника ABC и АВ'С (рис. 29).
Назовем треугольник АВ'С дополнительным к треугольнику
ABC. Установим некоторые зависимости между элементами этих

треугольников.

Пусть а, Ь, с — стороны треугольника ABC, R — радиус
описанной около него окружности. Треугольник АВ'С иногда будем
обозначать через А'В С, теми же буквами А', В', С — его углы,
а противолежащие им стороны соответственно через а', Ь', с'.

Очевидно, а' = а, b' = b, причем а>Ь, ΔΒ'=ΔΒ, ΔΑ'=
= 180°— ΔΑ, ZC'= ΔΑ — ΔΒ.

Докажем, что с-с' = а2— б2.

Пусть CD — высота треугольника ВСВ'. Тогда BD = B'D. По

теореме Пифагора находим:

CD2= a2-BD2,
CD2= b2-AD2,

откуда BD2 — AD2= a2 — b2, или

(BD+AD){BD-AD)= a2-b2.

Один из сомножителей в левой части равенства равен с, а

другой — с , следовательно,

с.с' = а2-Ь*
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Примечание. Из формулы Ь2 = а2 — с-с/ следует, что

в равнобедренном треугольнике квадрат отрезка, соединяющего

вершину треугольника с какой-либо точкой основания, равен

разности между произведением боковых сторон и произведением
отрезков основания. В разностороннем треугольнике подобным
свойством обладает лишь биссектриса треугольника.

Треугольники ABC и АВ'С имеют общую высоту CD. Радиусы

окружностей, описанных около них, равны:

Рассмотренные свойства дополнительных треугольников
позволяют весьма просто решить некоторые геометрические
задачи. Например, задачи на вычисление элементов треугольника,

когда легче найти зависимость между элементами

дополнительного треугольника, а также задачи на построение, если известны

элементы треугольника, дополнительного к искомому.

Пример 8. Дан треугольник ABC, угол А которого в два

раза больше угла В. Найти сторону АВ, если ВС = а и АС = Ь.

Решение. Треугольник АВ'С, дополнительный к

треугольнику ABC, равнобедренный; поскольку /-С/=/-А—Ζ β и

Ζ/1=2Ζβ, то АС'=^В' и с' = Ь (см. рис. 29).
Применив формулу С'С' = а2 — Ь2, получим:

а2-Ь2

Пример 9. Построить треугольник ABC, если известны

разность углов φ=Ζ/4—Ζ β, сторона fiC = a и радиус R
описанной окружности.

Построение. Сначала построим треугольник АВ'С,
дополнительный к искомому. Проведем окружность радиуса R,

впишем в нее угол φ=Ζ/4— Ζ β, тогда хорда, на которую
опирается угол φ, есть сторона АВ' треугольника. Далее на

окружности находим точку С, такую, что В'С = а. Полученный
треугольник АВ'С дополним до равнобедренного треугольника ВСВ'.

Задачи

141. Постройте треугольник ABC, если даны стороны ВС,
А С и угол φ=Ζ/4— Ζ β.

142. Постройте треугольник ABC, если даны радиус R
описанной окружности, высота СН и угол ψ=Ζ/4—Ζ β.

143. Постройте треугольник ABC, угол А которого в два раза
больше угла В, если даны стороны ВС и АС.

144. На прямой даны три точки А, В и Н. Постройте
треугольник ABC так, чтобы его угол А был вдвое больше угла
β, а точка Η служила основанием высоты СН треугольника.
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145. На прямой даны три точки А, В и Н. Постройте
треугольник ЛВС так, чтобы /.А — Ζ β = 90° и точка И служила
основанием высоты СИ треугольника.

ΑΤΑ

146. Докажите, что если разность углов А и В треугольника
ЛВС равна 90°, то имеют место следующие соотношения:

ч а2 — Ь2
Лч on

a2 — b2
а) с— . = ; б) 2R= .

147. Дан треугольник ABC, угол А которого в два раза
больше угла В. Найдите сторону ВС, если /1 С = 4 и АВ = 5.

148. а) Найдите зависимость между сторонами
равнобедренного треугольника ABC, в котором ВС = а, АВ = АС= Ь и

Ζ/1 = 36°.

б) Выразите сторону правильного десятиугольника а,„ через
радиус R описанной окружности.

149. Докажите, что если в треугольнике ABC угол А в три
раза больше угла В, то его стороны связаны соотношением

150. Дан равнобедренный треугольник ABC, в котором ВС =

= а, AB = AC= b, ZА =20°. Докажите, что α3 + ί>3 = 3α&2.

ГЛАВА III

АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ МЕТОД

Одним из основных методов решения геометрических задач
является алгебраический метод. Можно выделить две его

разновидности: метод поэтапного решения и метод составления

уравнений.

В простейших задачах искомую величину непосредственно
выражают через данные величины по готовым формулам. При
решении более сложных задач обычно последовательно
вычисляются промежуточные величины, с помощью которых искомые

величины связываются с данными. В этом состоит сущность
поэтапного решения задачи.

Пример 1. В прямоугольном треугольнике ABC из

вершины С прямого угла проведена высота CD. Из точки D проведены
перпендикуляры DM и DiV к катетам АС и ВС. Найти

гипотенузу треугольника, если СМ = т и CN = n.

Решение. Из условия задачи следует, что CMDN —

прямоугольник (рис. 30). Значит, СМ = DN= m и можно

последовательно вычислить длины отрезков CD, AD и BD.
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Из треугольника CDM по

теореме Пифагора находим:

h = CD= -\Jm2+n2.

Треугольники ACD и CDM подобны,

поэтому

AD η л ~ hn
.

·
=

—, откуда AD =—
h m

J
m

Аналогично получим BD =

Следовательно, AB =AD + BD = (—+—) h.

Подставив сюда значение h, окончательно получим:

hm

АВ
2\2

(«*+«')
т«

В том случае, когда нельзя использовать прямой счет,
прибегают к методу составления уравнений, данные и искомые

величины связывают уравнением или системой уравнений.
Алгебраический метод применяется не только при решении

задач на вычисление, но и при решении многих задач на

доказательство и построение. Благодаря применению аппарата
алгебры процесс решения становится в известной мере
автоматическим.

Иногда при решении геометрических задач пользуются
и комбинированным методом: некоторые соотношения между
элементами фигуры определяются геометрически, а другие

—

средствами алгебры.

§ 1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ.
ТОЖДЕСТВА И НЕРАВЕНСТВА

При решении геометрических задач, помещенных в этом

параграфе, находят применение формулы, выражающие
различные элементы треугольника через его стороны. Как правило,
решение задачи сводится к выполнению алгебраических
преобразований с использованием тождеств и неравенств, известных из

школьного курса алгебры.
Приведем необходимые теоретические сведения.

1. Если известны длины а, Ь, с сторон треугольника ABC, то

его площадь можно вычислить по формуле Герона:

^ = Л1р{р — а)(р — Ь)(р — с).

С другой стороны, S=—aha. Следовательно, зная стороны

треугольника, его высоту ha можно найти по формуле
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a
'

Аналогичные формулы имеют место для двух других высот hb
и hc треугольника.

Выведем формулы для вычисления других линейных

элементов треугольника ABC. При этом мы будем придерживаться
стандартных обозначений.

II. Пусть R — радиус окружности, описанной около

треугольника ЛВС, углы В и С которого не прямые (рис. 31). Из вершины
А проведем диаметр AD окружности и высоту АН треугольника.
Получим прямоугольные треугольники ABD и АНС. Эти

треугольники подобны, так как их углы D и С равны (по свойству
вписанных углов).

AD AB
Следовательно,

АС АН откуда

/? =
be

2Л„

Это соотношение остается в силе и тогда, когда угол β (или
угол С) треугольника ABC прямой.

Учитывая, что /гя=—, получим более удобную для

запоминания формулу:

/? =
abe

7s~

III. В плоскости любого треугольника ABC имеются четыре
точки, каждая из которых одинаково удалена от прямых ВС, СА
и АВ. Это точки пересечения биссектрис
внутренних или биссектрис внешних углов А

треугольника (рис. 32). Одна из них, центр
О вписанной в треугольник ABC окружности,
лежит внутри треугольника. Три другие

Рис. 31 Рис. 32
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точки лежат вне треугольника, они являются центрами трех

окружностей (их называют вневписанными), каждая из которых
касается одной стороны треугольника и продолжений двух
других его сторон.

Выразим радиус г окружности, вписанной в треугольник
ABC, через его стороны. Соединим вершины треугольника ABC

с центром вписанной окружности. Площадь треугольника ABC

равна сумме площадей треугольников ВСО, АСО и АВО. В

каждом из этих треугольников радиус вписанной окружности,
проведенный в точку касания, является высотой. Следовательно,

S=-ar+-br-\--cr =-(a-\-b + c)r = pr,

S
откуда г= —.

Аналогично этому выведем формулу для вычисления радиуса

га вневписанной окружности, касающейся стороны ВС.

Соединим вершины треугольника ABC с центром О,
вневписанной окружности. Площадь треугольника ABC равна сумме
площадей треугольников АВО] и АСО] без площади
треугольника ВСОх. Поэтому

S=-^bra + -cra — -ara =-(b-\-c — a)ra = (p — a)ra1

откуда

S
га = ·

р
— а

IV. Пусть AM — медиана треугольника ABC (рис. 33).
Построим точку D, симметричную А относительно точки М. Тогда

ABDC— параллелограмм, и по теореме о сумме квадратов
диагоналей параллелограмма получим:

4т2а + а2 = 2(Ь2 + с2),

следовательно,

2 Ь2 + с·2 а2
т" = —2 Τ'

V. Выведем формулу для вычисления биссектрисы
треугольника по данным его сторонам.

Опишем около треугольника ABC окружность и продолжим

биссектрису AL треугольника до пересечения с окружностью
в точке К (рис. 34). Имеем /4L = /a, AC=b, AB = c. Пусть BL = m,

CL = n и /(Х = л:.
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Рис. 33

По условию ΔΒΑΚ= έ-CAK, кроме того, έ.ΑΚΒ= ΔΑΟΒ
как вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу.
Следовательно, треугольники АВК и ACL подобны и справедливо
равенство

—-—=
—, откуда Га = Ьс — 1ах.

С 'я

Хорды А К и ВС пересекаются в точке L, поэтому 1ах-~тп.
Следовательно,

ll = bc— тп. (*)

Далее, используя 'свойство биссектрисы треугольника,
составим уравнения

т с .

—
=
—

, т-\-п = а
η Ь

и найдем т
ас ab

,
П = -

Ь + с Ь + с

Теперь, зная стороны треугольника ABC, можно вычислить

т и п, а затем 1а.
Если значения т и η подставить в формулу (*), то после

несложных преобразований она приводится к виду

/„ =
Ь + с

Л/bcp (р — а)

Формулы, выражающие элементы треугольника через его

стороны, дают возможность вычислять эти элементы, а также

находить различные соотношения между ними.

Пример 2. Стороны треугольника образуют
арифметическую прогрессию. Доказать, что радиус окружности, вписанной
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1
в треугольник, равен

— высоты, проведенной к средней по вели-
О

чине стороне треугольника.
Решение. Пусть стороны треугольника ЛВС образуют

арифметическую прогрессию с разностью d. Будем считать, что

а^Ь^с, тогда a = b — d, c = b-\-d, 2р = ЪЬ.
S 2S

Воспользуемся формулой /·=—, получим г=— . А так как

hb =—, то r=-^hb.
Для доказательства геометрических неравенств, включенных

в данный параграф, также используются приведенные формулы
и, кроме того, различные соотношения между элементами

треугольника, алгебраические тождества и свойства числовых

неравенств.

Пример 3. Доказать, что для всякого прямоугольного
треугольника с катетами а, Ь и гипотенузой с имеет место

неравенство а-\-Ь^.сЛ/2.
Решение. Воспользуемся алгебраическим тождеством

{a + bf + (a-bf= 2{a2 + b2).

Так как а2-\-Ь2=с2, то отсюда следует, что

(а + 6)й<2с2, или а + &<с"\/2~,
причем равенство достигается только при а = Ь.

Задачи

151. На катетах АС и ВС прямоугольного треугольника ABC

как на диаметрах построены окружности. Найдите длину их

общей хорды, если ВС= 3 и ЛС= 4.

152. Докажите, что основание высоты прямоугольного
треугольника делит его гипотенузу на отрезки, пропорциональные

квадратам катетов.

153. Докажите, что для всякого прямоугольного
треугольника имеют место следующие соотношения:

1) ch = ab = 2Pr; 4) le = ^ff-;
2 r = p-c-

a + b

3 r = ρ·

'

5) (a + bf= c2 + 2ch = c2 + 4S;
' c ''

6) S = p(p-c) = (p-a)(p-b)

(через α, b, h обозначены соответственно длины катетов ВС, АС
и высоты CD).

154. Докажите, что площадь прямоугольного треугольника
равна произведению отрезков гипотенузы, на которые ее делит

точка касания вписанной в треугольник окружности.
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155. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна с, а его

площадь равна S. Найдите радиус вписанной окружности

(с=13, S = 30).
ΑΤΑ

156. Докажите, что все прямоугольные треугольники, длины

сторон которых образуют арифметическую прогрессию, подобны.
157. Определите вид треугольника, если его стороны и

полупериметр образуют арифметическую прогрессию.
158. Длины сторон остроугольного треугольника —

последовательные целые числа. Докажите, что высота, проведенная
к средней по величине стороне, делит ее на отрезки, разность
которых равна 4.

159. а) Известны стороны треугольника: а=13, 6=14, с =

= 15. Найдите hh и гь.

б) При каком соотношении между сторонами треугольника
ЛВС имеет место равенство /гЛ = лй?

160. Стороны треугольника ABC связаны соотношением

Ь= а~}~с . Докажите, что сумма расстояний от любой точки

биссектрисы BD треугольника до его сторон равна hb.

ΑΤΑ

161. Докажите, что для треугольника ABC имеют место

соотношения между его элементами:

l)±+±+i-=i; 3) ml-ml^b'-a'y,
2) т2а + т1 + т1 =^(аг+ Ь2 + с2); 4) r. + r> + r, = r + 4R.

162. Докажите, что если a-\-b = c-\-2r, то треугольник ABC

прямоугольный.
163. Докажите, что если ra-\-rb = 2R, то треугольник ABC

прямоугольный.
164. Определите вид треугольника ABC, если его медианы

связаны соотношением т2а-{-т\ = Ьт2..
165. Стороны треугольника ABC связаны соотношением а2-\-

-|-&2 = 5с2. Докажите, что медианы, проведенные к сторонам а и Ь,
перпендикулярны.

166. Определите вид треугольника ABC, если а-\-ha = b-\-hb.

ΑΤΑ

167. Докажите, что для прямоугольного треугольника ABC

(ZC= 90°) имеют место неравенства

■Ac<(^"+l)r</c<Vs<-^<(^"-l)p<ic= /? = mc.
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В каком случае каждое из этих неравенств обращается в

равенство?
168. Можно ли из прямоугольного треугольника, гипотенуза

которого равна 24 см, вырезать круг радиуса 5 см?

169. Существует ли прямоугольный треугольник, периметр
которого равен 20 см, и высота, проведенная из вершины
прямого угла, равна 4 см?

▲ ТА

170. Докажите, что сумма расстояний от любой точки,
расположенной внутри треугольника, до его вершин заключена между
его полупериметром и периметром.

171. В плоскости выпуклого четырехугольника найдите

точку, сумма расстояний от которой до его вершин наименьшая.

172. а) Докажите, что сумма расстояний от любой точки,
расположенной внутри равностороннего треугольника, до трех его

сторон есть величина постоянная.

б) Докажите, что сумма расстояний от любой точки М,
расположенной внутри неравностороннего треугольника ЛВС, до

прямых ВС, СА и ЛВ заключена между наименьшей и

наибольшей высотами.

▲ ТА

173. а) Докажите, что площадь треугольника не больше

половины произведения двух его сторон.
б) Дан треугольник ABC, в котором a<Cb. Докажите, что

a + ha^b + hb.
174. Докажите, что большей стороне треугольника

соответствует меньшая медиана и обратно.
175. Докажите, что сумма медиан произвольного треугольни-

з
ка ABC меньше периметра треугольника и больше — его

периметра.

▲ ТА

176. Одно из оснований трапеции в три раза больше другого.
Найдите отношение площадей трапеций, на которые данная
трапеция делится средней линией. ''

177. Докажите, что площадь прямоугольной трапеции,
описанной около окружности, равна произведению ее оснований.

178. Около окружности описана равнобочная трапеция.
Докажите, что ее высота равна среднему геометрическому, а

боковая сторона
—

среднему арифметическому оснований.

▲ Τ ▲

179. Треугольник ABC разделен отрезком СМ на два

треугольника АСМ и ВСМ. Докажите, что если окружности, вписан-
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ные в эти треугольники, касаются между собой, то AM -\- ВС =

= ВМ+АС.
180. В каждый из треугольников, на которые

четырехугольник ABCD разбивается одной из своих диагоналей, вписаны

окружности, касающиеся диагонали в точках Μ и N. Докажите,
что если /4β = α, BC = b, CD = c и DA=d, то

MN =
j \a + c — b — d\.

При каком условии эти окружности касаются между собой?

ΑΤΑ

181. К двум внешне касающимся окружностям радиусов /?,
и /?2 проведена общая внешняя касательная. Окружность
радиуса г касается данных окружностей и касательной. Докажите,

что —==—=-\—=.

182. Окружности ku k2 и /г3 касаются попарно внешним

образом. Общая внешняя касательная окружностей /г, и k2
параллельна общей внешней касательной окружностей &, и kA.
Докажите, что радиусы /-,, г2 и г-А этих окружностей связаны

соотношением г\ = Аг2гл.

§ 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОЙ И ВТОРОЙ СТЕПЕНИ

Задачи, помещенные в этом параграфе, решаются методом
составления уравнений. Приступая к решению задачи, следует
сделать аккуратный чертеж, что иногда позволяет предсказать
результат, заметить определенные зависимости между
элементами фигуры и выбрать подходящий способ решения. Если
возможны различные случаи взаимного расположения элементов

фигуры, то каждый случай нужно рассмотреть особо. При этом

может оказаться, что задача имеет несколько решений.

Пример 4. Найти углы равнобедренного треугольника,
если известно, что прямая, проходящая через вершину угла при
основании, делит его на два треугольника, каждый из которых
также является равнобедренным.

Решение. Пусть треугольник ABC, в котором АВ=АС,
разделен отрезком BD на два равнобедренных треугольника
ABD и BCD (рис. 35). Анализ задачи показывает, что возможны

два случая:

a) AD = BD = BC; б) AD = BD и BC = CD.

Обозначим через χ (в градусной мере) величину угла А

треугольника ABC. Для составления уравнения воспользуемся
свойством углов равнобедренного треугольника и теоремой о

внешнем угле треугольника. В случае а) имеем:
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A

В С

а) 6) Рис. 35

ΔΑΒΟ= χ, ^BCD= Z£DC= 2x (рис. 35, а).

Поскольку АВ — АС, то /-.CBD = x. Выражая через χ сумму

углов треугольника ABC, приходим к уравнению 5.v=180°, откуда
χ = 36°.

В случае б), рассуждая аналогично, получим уравнение

7х = 180°, откуда я= -^г— (рис. 35,6).

Легко проверить, что корни обоих уравнений удовлетворяют

условию задачи.

Пример 5. Из вершины С прямоугольного треугольника
ABC проведена высота CD. Найти гипотенузу АВ, если ВС= а

и AD = n (α = 2, га = 3).
Решение. В каждом из треугольников ABC, ACD и BCD

известно лишь по одной стороне (рис. 36). Поэтому
непосредственно вычислить хотя бы еще один элемент нельзя. Применим
способ составления уравнений.

Обозначим АВ = х, тогда BD = x— п. А так как катет

прямоугольного треугольника ABC есть среднее пропорциональное

Рис. 36
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между гипотенузой и его проекцией на гипотенузу, то получим

уравнение „

х(х — п) = а, или г — пх— а =0.

По смыслу задачи JC>a, поэтому берем только

положительный корень уравнения:

;-l+VG)V.
который при любых значениях α и η удовлетворяет условию

задачи.

При а = 2 и га = 3 получим я= 4.

Итак, /4Ζί = 4, ВС = 2. В случае надобности, применяя прямой
счет, теперь легко найти и другие элементы треугольника ABC,

например его площадь. При этом АВ будет выступать в роли

вспомогательного элемента.

Рассмотрим теперь соответствующую задачу на построение.

Пример 6. Построить прямоугольный треугольник по

катету и проекции другого катета на гипотенузу.
Анализ. Решение задачи алгебраическим методом состоит

в следующем. Длину некоторого отрезка выразим через длины

данных отрезков и по найденной формуле построим искомый

отрезок.
В нашем случае за неизвестный отрезок удобно принять

гипотенузу треугольника. Обозначив АВ = х, так же как при

решении задачи на вычисление, составим уравнение и получим

формулу

=^W+а

Строим искомый отрезок по

найденной формуле, после чего легко

построить треугольник ЛВС по

гипотенузе и катету (рис. 37).
Построение гипотенузы

треугольника сводится к

последовательному построению отрезков по

формулам:

1)С^ =|;2)б^=Д/(|)2+ а2;

3) BD = BN+ CN (см. рис. 37).
На луче CN остается построить

точку А так, чтобы AB = BD.

Треугольник ABC искомый, в чем

нетрудно убедиться, вычислив

проекцию катета АС на гипотенузу АВ.

Так как х>а при любых значениях

а и п, то задача всегда имеет

единственное решение. Рис. 37
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При решении задачи на вычисление, содержащей буквенные
данные (параметры), желательно не только найти формулу для

вычисления неизвестного элемента, но и указать множество

допустимых значений параметров, т. е. таких значений, при
которых заданная в условии задачи фигура существует. Для
отыскания множества допустимых значений параметров обычно

исследуется возможность построения фигуры по данным в условии
элементам или используются неравенства, которым по смыслу

задачи должны удовлетворять неизвестные.

Пример 7. Вычислить стороны параллелограмма, если две

его высоты, проведенные к смежным сторонам, равны А, и h2,
а периметр равен 2р.

Решение. Пусть ABCD — данный параллелограмм, DM
и DN — его высоты (рис. 38).

Обозначим АВ = х, тогда ВС = р
— х. Выразив двумя

способами площадь параллелограмма, составим уравнение

h{x = h2(p— л:), откуда х-
ph2

Α,+Λ*

Итак, полученное уравнение при любых положительных

значениях параметров имеет единственное решение. Однако задача

имеет решение лишь при определенных ограничениях,
налагаемых на параметры. Корень уравнения по смыслу задачи должен

удовлетворять неравенству х^Нъ которое имеет место тогда

и только тогда, когда

р>А,+А2.

Поэтому полный ответ на вопрос задачи должен быть таким:

ph2 А гл ph\
АВ =

Α. + ή2'
AD

Α. + ή,'

где А,>0, А2>0 и Α,+/ι2< Ρ-

Рис. 39
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Пример 8. В прямоугольный треугольник ЛВС ( Ζ С = 90°)
вписана окружность с центром О. Найти радиус этой

окружности, если АС = Ь и AO = d (6=14, d=\0).
Решение. Пусть окружность, вписанная в треугольник

ЛВС, касается катета АС в точке К (рис. 39). Так как ОКА-АС
и ZOC/( = 450 (СО — биссектриса прямого угла), то

треугольник СОК прямоугольный равнобедренный.
Обозначим радиус вписанной окружности через х, тогда

ОК= СК= х и АК = Ь — х. Применив к прямоугольному

треугольнику АОК теорему Пифагора, получим уравнение

x2 + (b — xf = d2,

или

2x2-2bx+b2-d2= 0.

При b^.dy2 это уравнение имеет два действительных корня:

_b±^2d2-b2
*ι.2— 2

·

Пусть d= 10 и 6= 14. Подставив эти значения в формулу,
получим jc, = 6 и х2=8. Но это не значит, что и задача имеет два

решения. Действительно, корень л: = 8 условию задачи не

удовлетворяет, поскольку не существует прямоугольного
треугольника, катет которого равен 14, а диаметр вписанной в него

окружности равен 16.

Проведем исследование: выясним, при каких значениях

параметров b и d задача имеет решение.
Так как диаметр окружности, вписанной в треугольник,

меньше его катета, то корень уравнения должен удовлетворять

неравенству х<.-х · Корень х= —

этому условию не

удовлетворяет и должен быть отброшен.

b_^2d2-b2
Второй корень уравнения х= — дает ответ на

вопрос задачи лишь при определенных ограничениях, налагаемых

на параметры b и d.

Прежде всего заметим, что должно выполняться неравенство

b^dy2, иначе χ не будет действительным числом.

Примем во внимание геометрическое содержание задачи.

Диаметр окружности, вписанной в треугольник, меньше его

катета. Значит, должно выполняться соотношение 0<с2х<сЬ. Этого

достаточно, чтобы задача имела решение, поскольку указанные
значения b и χ вполне определяют некоторый треугольник (его
можно построить).

Неравенство л:>0 выполняется тогда и только тогда, когда
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ν2d2— b2 <.b, или d<Cb. Неравенство х<.-~ равносильно

неравенству Л)2а2 — Ь2 >0, или Ь<ал/2.
Таким образом, радиус окружности, вписанной в треугольник

лог- * л. Ь-Л}2а2 — Ь2
ABC, может быть вычислен по формуле х= —

,

где d<b<d^.
Допустимые значения параметров b и d можно найти, также

исследуя возможность построения треугольника ABC по данным

в условии задачи элементам. Треугольник ABC можно

построить, если сначала построить треугольник АСО. Согласно
условию задачи А С = Ь, А О = d, Ζ ЛСО = 45° и Ζ СА О < 45°

(половина острого угла).
Нетрудно построить треугольник АСО. На прямой отложим

отрезок /1С = 6 и построим угол ACD, равный 45°. Эти
построения всегда возможны и однозначно выполнимы. Затем на луче
CD следует построить точку О на расстоянии d от точки А,
причем так, чтобы угол САО был меньше 45°, поскольку /.ВАС<.

<90°. Так как расстояние от точки А до луча CD равно —== , то

Л/2
на луче CD найдется одна такая точка О при условии, что d<.

<СЬ<Сау2. Построив треугольник АСО, можно построить
вершину В искомого треугольника ЛВС, учитывая, что АО и СО —

биссектрисы его углов Л и С.
Таким образом, треугольник ABC, удовлетворяющий условию

задачи, существует тогда и только тогда, когда а<.Ь<.ал/2~.
При тех же значениях параметров b и d разрешима задача на

вычисление радиуса вписанной в треугольник окружности.

Задачи

183. Найдите величину острого угла равнобочной трапеции,
если диагональ делит ее на два равнобедренных треугольника.

184. Найдите углы треугольника, если известно, что центры

окружностей, вписанной в треугольник и описанной около него,

симметричны относительно одной из сторон. /

185. Дан параллелограмм ABCD. Биссектрисы его углов
А и В рассекают сторону CD на три равные части. Вычислите

стороны параллелограмма, если его периметр равен 40 см.

186. Биссектриса угла А треугольника ABC пересекает

сторону ВС в точке /С. Выразите длины отрезков ВК и С/С через
длины а, Ь, с сторон треугольника. Вычислите ВК и С/С при а =

= 7, 6 = 6 и б- = 8.

187. Длины сторон треугольника ABC равны а, Ь, с. Найдите
длины отрезков, на которые точки касания вписанной

окружности делят его стороны.
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188. Треугольник ЛВС разделен отрезком СМ на два

треугольника АСМ и ВСМ так, что окружности, вписанные в эти

треугольники, касаются между собой. Выразите длины отрезков
AM и ВМ через длины сторон треугольника.

ΑΤΑ

189. Около окружности описана равнобочная трапеции,
основания которой равны а и Ь. Найдите длину отрезка,
соединяющего точки касания окружности с боковыми сторонами.

190. Найдите длину отрезка, проведенного через точку
пересечения диагоналей трапеции параллельно основаниям и

заключенного между боковыми сторонами, если основания трапеции
равны а и Ь.

191. Диагонали трапеции ABCD с основанием АВ
пересекаются в точке О. Найдите длины отрезков АО и ВО, если Лб = а,
CD= b, AC= m и BD = n. Имеет ли задача решение, если а = 5,
Ь = 3, т = п = 4?

192. В треугольник ABC, стороны которого АС = Ь и АВ = с,
вписан параллелограмм с периметром, равным 2р, имеющий
с треугольником общий угол А. Найдите стороны
параллелограмма, если 6 = 4, с = 6 и ρ

— целое число. Имеет ли задача

решение при 6 = 6·?

ΑΤΑ

193. Из концов отрезка АВ радиусом АВ проведены дуги,

пересекающиеся в точке С. Впишите в криволинейный треугольник
ABC окружность и вычислите ее радиус, если АВ = а.

194. В полуокружность, диаметр которой равен 2, вписаны

две окружности, касающиеся между собой. Диаметр одной из

них равен 1. Найдите диаметр другой окружности.
195. Дан квадрат ABCD. Дуги BD и АС окружностей с

центрами А и В пересекаются в точке М. Найдите радиус
окружности, вписанной в криволинейный треугольник ВСМ, если АВ = а.

ΑΤΑ

196. В треугольник, периметр которого равен 18 см, вписана

окружность, к которой проведена касательная параллельно
основанию треугольника. Отрезок касательной, заключенный

внутри треугольника, равен 2 см. Вычислите основание

треугольника.
197. Найдите катеты прямоугольного треугольника, если

сумма их равна s, а гипотенуза равна с. При каком условии

задача разрешима?
198. Постройте прямоугольный треугольник, зная сумму

s его катетов и высоту h, проведенную из вершины прямого угла.
Вычислите гипотенузу треугольника, если s = 35 и /г=12. Имеет

ли задача решение при s=12 и /г = 5?
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ΑΤΑ

199. Около данного квадрата описана окружность и в один

из полученных сегментов вписан квадрат. Вычислите сторону
вписанного квадрата, если сторона данного квадрата равна а.

200. Даны окружность и прямая. Постройте квадрат так,
чтобы две его смежные вершины лежали на прямой, а две

другие — на окружности. Вычислите сторону квадрата, если радиус

окружности равен 1, а расстояние d от центра окружности до

данной прямой — целое число.

201. На окружности радиуса R расположены две смежные

вершины квадрата. Расстояние между центрами квадрата
и окружности равно d. Вычислите сторону квадрата, если /? =
= 5 и d = l.

ΑΤΑ

202. Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник
ABC, касается его боковых сторон АС и ВС в точках Μ и N.

Найдите АВ, если АС= 8 и ΜΝ = 3.
203. Трапеция, боковые стороны которой равны 13 см

и 15 см, описана около окружности. Радиус окружности равен
6 см. Найдите основания трапеции.

204. В окружность радиуса R вписан равнобедренный
треугольник, сумма основания и высоты которого ра.вна 5. Найдите
высоту треугольника и постройте треугольник, если /? = 5 см

и s = 16 см.

205. Около окружности радиуса г описана равнобочная
трапеция, периметр которой равен 2р. Найдите большее основание

трапеции. При каком соотношении между г и ρ задача
разрешима?

206. В окружности радиуса R проведите хорду так, чтобы

сумма ее длины и расстояния ее от центра равнялась длине
а данного отрезка. При каком условии задача разрешима
и сколько она имеет решений? Рассмотрите случаи: 1) а = 2/?;

2) a = R^.

§ 3. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА

Тригонометрические функции находят применение при
решении многих геометрических задач. Иногда без них вообще нельзя

обойтись. Например, задача «По трем сторонам косоугольного

треугольника вычислить его углы» не разрешима средствами

геометрии, но она разрешима с помощью тригонометрии. Кроме
того, применение тригонометрии часто способствует упрощению
вычислений.

Для решения треугольников применяются следующие
теоремы и формулы:
5В



a2 = b2 -\- c'2 — 26c cos А (теорема косинусов);
a b с

sin A sin В sin С

a = 2R sin А, где R

ι

(теорема синусов);

радиус описанной окружности;

S = — ab sin С = 2R2 sin A sin В sin С;

Л„ = 6 sin С = 2R sin β sin С;

ABC
ρ = R (sin A -\- s'm В -\- sin C) = 4/? cos — cos — cos

2
'

r = — = 4R sin — sin — sin — ,

ρ 2 2 2

где г—радиус вписанной в треугольник окружности.

При решении задач на доказательство различных
соотношений между элементами многоугольников, вписанных н

окружность, используется формула

AB = 2R sin£,

где АВ — хорда окружности, R — радиус окружности, α —

величина центрального угла ЛОВ.

Пример 9. Около окружности радиуса г описан

правильный двенадцатиугольник АХА2 ■ ■ ■ Ау1. Доказать, что

Решение. Центральный угол АхОА2 равен 30°. Значит,

AXA2 = 2R sin 15°, Л А= 2/? sin 45°, 2r = 2R sin 75°,

где R—радиус описанной около двенадцатиугольника
окружности.

Таким образом, задача сводится к доказательству тождества

sin 15° + sin45°=sin75°.

Задачу можно решить и

геометрическим способом, но для этого

нужно найти удачное
вспомогательное построение.

Одно из геометрических решений
состоит в следующем.

Проведем диагональ А2А9
многоугольника и обозначим через В

точку пересечения ее с диагональю

/4|/46 (рис. 40). Треугольники АХА2В
и А6Ас,В будут равносторонними.
Следовательно, диагональ /4 А де- Рис. 40
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лится точкой В на два отрезка А{В и ВА6, соответственно равных
отрезкам Л,/12 и А{АА. А так как Л|Л6= 2л, то доказываемое

равенство справедливо.

Пример 10. Вычислить диаметр окружности, вписанной
в треугольник ЛВС, если известны углы треугольника и его

высота ha.
Решение. Пусть Ζ/1 = α, Ζβ = β, /-.С = у. Воспользуемся

формулами, выражающими высоту ha и радиус г вписанной
в треугольник окружности через радиус R описанной
окружности и углы треугольника ABC. Получим:

2
г

К

что

.
α

. β . у
sin — sin ~ sin i-

2 2 2

sin β sin γ

sm — = cos
'

sin-

β у
"

2 cos - cos -

■ = COS-^-COS^-
. β . γ

—

sm-jj-sin-^·,Учитывая,

находим:

2r= (l-tg4tgi)A..
Из приведенного примера видно, что, когда известны углы

треугольника, для доказательства соотношений между его

элементами можно использовать следующий прием: по известным

формулам выразить линейные элементы треугольника через

радиус R описанной окружности и углы треугольника, затем найти

отношение этих элементов. При этом R исключается, после чего

обычно остается лишь выполнить некоторые тригонометрические

преобразования с целью упростить полученное выражение.

Задачи

207. Найдите площадь прямоугольного треугольника, острый
угол которого равен а, а высота, проведенная из вершины
прямого угла, равна h.

208. Найдите площадь равнобочной трапеции, если

диагональ ее равна d, а угол между диагональю и основанием

равен а.

209. Окружность, вписанная в треугольник ЛВС, касается

стороны АВ в точке К- Известно, что Л/С = 2, β/( = 3 и радиус

окружности равен 1. Найдите стороны АС, ВС и угол С

треугольника.

210. Дан квадрат ABCD. На сторонах ВС и CD взяты точки

1 3
Μ и iV, такие, что ВМ=— АВ и DN =— АВ. Найдите угол MAN.

4 5

211. В окружность вписан квадрат ABCD. Хорда АК
пересекает сторону CD в точке М, а хорда ВК— в точке N. Известно,

СМ , „ „ CN
что Ш=к- Найдите·^.
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ΑΤΑ

212. Докажите, что для всякого треугольника ABC имеет

cos С

место соотношение cigA = (формула Тихо де Браге).
sin С

213. Найдите угол Л треугольника ABC и радиус описанной

около него окружности, если а = 2, Ь=\-\-уЗ и ZLC = 60°.

214. Докажите, что для всякого треугольника ABC имеют

место следующие соотношения:

1) a2 = b2+c2-4ScizA;

2) a2 = (b-cf+ 4S\g^·
3) a2 = (b + cf-4Scig^.
Из соотношений 2 и 3 выведите формулу для вычисления

площади треугольника по трем его сторонам.
215. Найдите площадь треугольника ABC, зная угол С и

отрезки, на которые точка касания вписанной окружности делит

сторону АВ.

216. Дан равносторонний треугольник ABC. Через точку М,

принадлежащую стороне АВ, параллельно сторонам АС и ВС

треугольника проведены прямые, пересекающие эти стороны
соответственно в точках К и L. Найдите площадь треугольника
KLM, если АВ = а и KL = d.

217. Докажите, что для всякого треугольника ABC
справедливы соотношения:

l)^= tg4tgf tgf; 2)i= tgf
218. Выразите площадь S треугольника ABC через его углы

и периметр 2р.

ΑΤΑ

219. В окружность радиуса R вписан правильный
десятиугольник Л|Л2...Л|0. Докажите, что Л|Л4 — AXA2= R.

220. В окружность с центром О вписан правильный
десятиугольник А[А2...А10. Докажите, что отрезки ОАх, АХА2 и AlAi
могут служить сторонами прямоугольного треугольника.

221. В окружность радиуса R вписан правильный четырнад-
цатиугольник Л|Л2...Л,4. Докажите, что AiA2 — AlA4-\-AlA(l = R.

222. Докажите, что если А, В, С и D — последовательные
1 1,1

вершины правильного семиугольника, то —г- =——4-—— .v v J АВ AC
'
AD
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223. Докажите, что для правильного пятнадцатиугольника

/4,/42.../4|5 имеют место соотношения:

1) АХА7-АХАЪ= АХА2\

2)_А_=_1_+_^+-1-.
А\А2 ^Из А\"ь ™ι™6

ΑΤΑ

224. Докажите, что биссектриса 1С треугольника ABC опреде-
, ,

2аЬ с
ляется по формуле 1,. =—-—cos — .

т r J l

а-\-о 2

225. Докажите, что если для треугольника ABC имеет место

равенство —=—1-—, то ZLC=120°.
г

1С а о

226. Докажите, что если биссектрисы и стороны
треугольника ABC связаны соотношением ala = bl,„ то либо а = Ь, либо
ZC= 60°.

ΑΤΑ

227. Докажите, что если CD—медиана треугольника ABC

и ^BDC= 6, то ctg6 = -^(ctgy4— ctgB).
228. Стороны а, Ь, с треугольника ABC образуют

арифметическую прогрессию, с — средняя по величине сторона
треугольника. Докажите, что:

1) ctg|=-i(ctg4+ctg-f); 2) cigActg|= 3.

229. Стороны треугольника образуют арифметическую
прогрессию. Докажите, что центр окружности, вписанной в

треугольник, вершина среднего по величине угла и середины сторон,
выходящих из этой вершины, лежат на одной окружности. Верно
ли обратное утверждение?

ΑΤΑ

230. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника
ABCD может быть вычислена по формуле

S2= (р — а) (р — Ь) {р — с) (р — d) — abed cos2 "Г .

Отсюда выведите формулы для вычисления площади: 1)
четырехугольника, вписанного в окружность; 2) четырехугольника,
описанного около окружности.
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§ 4. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

При решении геометрических задач методом составления

уравнений большое значение имеет удачный выбор неизвестных.

Если в задаче требуется найти величину некоторого угла, то

неизвестными можно считать стороны прямоугольного
треугольника, содержащего искомый угол, их отношение определит
тригонометрическую функцию угла, а значит, и угол. Однако нередко
более простое решение можно получить, если за неизвестное

принять величину угла и составить тригонометрическое
уравнение или систему уравнений, если неизвестных более одного.

Поэтому желательно каждый раз наметить различные подходы к

решению задачи и выбрать подходящий способ решения.
Поясним это на конкретном примере.

Пример 11. В прямоугольный треугольник ЛВС вписана

окружность с центром О. Точка Μ — середина гипотенузы АВ.

Найти острые углы треугольника ABC, если ЛАОМ = 90°.

Решение. / способ. Для решения задачи достаточно найти

отношение каких-либо двух сторон треугольника АОМ (рис. 41).
Введем обозначения: АВ = с, АО = х, ОВ = у, OM = z. Так как

сумма острых углов треугольника АОВ равна 45°, то /LAOB =

= 135°. По условию задачи ААОМ=90°, значит, АВОМ = 45°.

Из треугольников АОМ и ВОМ по теореме Пифагора и

теореме косинусов находим:

г2

Еще одно уравнение составим, выражая медиану ОМ
треугольника АОВ через его стороны:

Z
2 4

"

В итоге мы получили систему трех уравнений, решение

которой требует довольно сложных вычислений. Исключив из

системы с, приходим к системе двух

уравнений: с

UW-4Z2,

откуда находим, что y = 2y2z, x =

= 2z и Рис. 41
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tg ^MAO=-=\-.s
χ 2

А так как Δ.ΜΑΟ— половина угла А треугольника ABC, то

. А 1

// способ. Положим ΔΜΑΟ = χ, тогда ZL МВО — АЬ° — х.

Из прямоугольного треугольника АОМ имеем:

ОМ
-гтг — sin jc.

Из треугольника бОУИ по теореме синусов находим:

ОМ
_

sin (45° — χ)
ВМ
~

Sin 45°

Поскольку /4М = /Ш, то мы двумя способами выразили одно
и то же отношение и получаем уравнение

sinx=--\/2~sin(450 — χ), 0°<л:<45о.

Выполнив несложные преобразования, приведем это уравнение
к виду

sin a: = cos χ—sin xy

откуда tg-*: = —

. А так как Δ.Α=2χ, то по формуле удвоенного

аргумента находим:

Таким образом, заданный в условии задачи треугольник подобен

треугольнику со сторонами 3, 4, 5.

Сравнивая полученные решения, приходим к выводу, что

второе решение короче и проще, чем первое.
К составлению тригонометрических уравнений прибегают

иногда и в тех случаях, когда угол не является искомым

элементом, но искомые и заданные элементы удобно связать с помощью

тригонометрических функций вспомогательного угла.

Пример 12. В равнобедренный треугольник ABC вписана

окружность с центром О. Найти радиус окружности, если ОА =
= ОВ = 7 и ОС = 3.

Решение. Из условия задачи следует, что Z.A= Z.B

(рис. 42). Радиус г вписанной окружности легко вычислить, если

сначала найти угол А треугольника.
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Центр О вписанной в

треугольник окружности лежит на его

высоте CD. Обозначим Ζ/4=2λ:, тогда
/i A CD=90° — 2х, /LCAO = x. Из

треугольника АОС по теореме синусов
находим:

cos 2х

sin χ j, 0o<x<45<

Используя формулу cos 2x=l —

— 2 sin2 x, приходим к уравнению

6 sin2 л:+ 7 sin x — 3= 0.

Положительный корень этого уравнения sin х = -т? удовлетворяет

условию задачи.
Из треугольника AOD найдем радиус г вписанной

окружности:

л = ОA sin χ = 7 sin x.

Подставляя сюда значение sin χ, получаем г = —.

О

Задачу можно решить и без применения тригонометрических

функций: радиус вписанной окружности обозначить через χ и,

пользуясь теоремой Пифагора и свойством биссектрисы
треугольника, составить квадратное уравнение. Однако такое решение
требует более сложных вычислений.

При решении задачи на построение алгебраическим методом

иногда также целесообразно за неизвестное принять угол. Для

нахождения его составляется тригонометрическое уравнение.
Выразив какую-нибудь тригонометрическую функцию искомого

угла через данные элементы, можно построить этот угол, а затем

и фигуру.

Пример 13. Построить параллелограмм по двум его

высотам /г, и h2 и периметру 2р.
Решение. / способ. Пусть ABCD — искомый

параллелограмм (рис. 43, а). Положим АВ = х, тогда 6С = р
— х. Выразив

двумя способами площадь параллелограмма, получим
уравнение

hlx = h2{p — x), откуда АВ = х=
ph2

Л, + Л2

Отрезок АВ можно построить как четвертый
пропорциональный к отрезкам р, h2 и h]-\-h2. Затем, зная стороны и высоту

параллелограмма, обычным образом построим параллелограмм.
Задача имеет единственное решение при условии, что x^h2.
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Рис. 43

// способ. Обозначим через α острый угол параллелограмма,
Из прямоугольных треугольников ADM и CDN имеем:

AD =
sin α

CD =
sin α

Согласно условию задачи AD-\-CD = p, значит,

sin α=-

Чрезвычайно просто исследование задачи. На основании

полученного для sin α выражения и по смыслу задачи приходим
к выводу, что задача имеет единственное решение в случае, если

h\-\-h2^p (при hy-{-h2 = p получим прямоугольник); если же /г,+
-\-h2>p, то задача решений не имеет.

Построение параллелограмма отличается простотой. Из

полученной формулы видно, что α — угол прямоугольного
треугольника, катет которого равен h\ + h2, а гипотенуза равна р. Строим
треугольник AKL, у которого AL = p, КЕт=кх + къ /LLAK= a

(рис. 43,6). Через точку Ε проведем прямую DE, параллельную
АК и пересекающую AL в точке D (KE = hb EL = k2).
Полученные отрезки AD и DL — стороны параллелограмма. Дальнейшее
ясно.

Доказательство. По построению ABCD —

параллелограмм, AD + CD = p, КЕ= П]. Так как ACDN= ADLE, то DN =
= EL = h2.

Внимательный анализ решения задачи показывает, что к

такому же построению можно прийти и геометрическим путем,
применив метод спрямления.
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Задачи

231. Найдите острые углы прямоугольного треугольника, ес-

1
ли его высота, проведенная к гипотенузе, равна

—

гипотенузы.

232. Найдите величину острого угла ромба, сторона которого
есть среднее пропорциональное между его диагоналями.

233. Окружность, построенная на высоте CD
прямоугольного треугольника как на диаметре, пересекает его катеты АС

и ВС в точках Μ и N. Площадь треугольника CMN составляет
-το

площади треугольника ЛВС. Найдите острые углы
треугольника ЛВС.

234. В квадрат вписан другой квадрат. Вычислите меньший

угол между сторонами квадратов, если их площади относятся

как 2 : 3.

ΑΤΑ

235. Дан треугольник ЛВС, разность углов А и В которого

равна 90°. Сторона АВ равна 2, высота СН равна л/з". Найдите
сторону А С и углы треугольника ABC.

236. В треугольнике ABC, угол А которого вдвое больше угла
В, проведена высота СН. Найдите длины отрезков АН и ВН, если

АВ=\\ и СН= 4.

237. Из вершины С остроугольного треугольника ABC

проведена высота CD. Известно, что AD = m, BD = n и /LACD =
= 2/LBCD. Найдите высоту CD и углы треугольника ABC при

т=\, « = У2~— 1.

238. Вычислите высоту СН тупоугольного треугольника ABC,
если ZC= 45°, AH = 6 и ВН=\.

ΑΤΑ

239. Найдите углы А и В треугольника ABC, если ZLC = 60°
и высота, проведенная из вершины С, вдвое меньше радиуса
описанной окружности.

240. Найдите величину угла при основании равнобедренного
треугольника, если отношение радиусов вписанной и описанной

4

окружностей равно -г·.

241. Вычислите косинус угла при основании равнобедренного
треугольника, если известно, что ортоцентр треугольника лежит

на вписанной в треугольник окружности.
242. Дана прямоугольная трапеция ABCD, основание АВ

которой равно диагонали АС. Найдите угол В трапеции и

отношение оснований, если ВС2 = АВ -AD.

243. Дана трапеция ABCD с основанием АВ, вершины А, В,
С которой лежат на окружности с центром D. Найдите углы
А и В трапеции, если CD2= AB-BC.
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ΑΤΑ

244. Постройте равнобедренный треугольник, если известны

длина b боковой стороны и расстояние q от вершины угла при
основании до ортоцентра. Вычислите угол при основании,

положив 6=1 и д = Л/3.
245. Постройте равнобедренный треугольник, если даны

радиус г вписанной в него окружности и высота h, проведенная
к боковой стороне.

246. Постройте равнобедренный треугольник, если даны

радиус R описанной около него окружности и высота h,
проведенная к боковой стороне (/? = 2, h = 3).

247. Найдите острые углы прямоугольного треугольника,
медиана которого, проведенная к гипотенузе, есть среднее
пропорциональное катетов. Постройте такой треугольник, если дан

больший катет треугольника.
248. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе с

и биссектрисе / острого угла (с = 6, /=1).
249. Постройте прямоугольный треугольник по катету а и

биссектрисе / противолежащего угла (а = 3, / = 2).
250. Постройте треугольник ЛВС, разность углов Л и В

которого равна 90°, если даны сторона АВ и высота СИ

треугольника.

ГЛАВА IV

ВЕКТОРНЫЙ МЕТОД

Понятие вектора является одним из фундаментальных
понятий современной математики. Большая наглядность и простота

векторных операций позволяют использовать элементы

векторной алгебры в школе, в курсах физики и математики. С

помощью векторов могут быть решены содержательные
геометрические задачи, причем их векторные решения часто значительно

проще и эффективнее решений средствами элементарной
геометрии. ,.

При решении задач настоящей главы находят применение
сведения, известные из школьного курса геометрии: действие
сложения векторов и его законы, вычитание векторов, действие

умножения вектора на число и его законы, понятие

коллинеарности векторов, разложение вектора в данном базисе,
единственность разложения. Посредством этих действий и их свойств

можно решать задачи на параллельность прямых, принадлежность
трех точек одной прямой, вычисление отрезков параллельных

прямых и некоторые другие. Однако задачи на вычисление

расстояний и углов с помощью этих действий не могут быть решены.
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Для решения задач, связанных с длинами и углами (их
называют метрическими), применяется скалярное умножение векторов
и его свойства.

Умение пользоваться векторным методом требует
определенных навыков. Прежде всего необходимо хорошее знание теории.
Надо научиться переводить геометрические соотношения между

фигурами на векторный язык, а также, наоборот, полученные

векторные соотношения истолковывать геометрически. Полезно

запоминать некоторые, часто встречающиеся при решении задач

векторные соотношения и обратить внимание на их большую
общность.

Следует иметь в виду, что векторный метод, как и любой

другой, не является универсальным, хотя он и позволяет решать

широкий круг геометрических задач.

§ 1. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ.

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО

Настоящий параграф содержит задачи, в которых речь идет
о принадлежности трех точек одной прямой, параллельности
прямых и отношении отрезков, лежащих на одной прямой или на

параллельных прямых.
Приведем основные формулы и соотношения, используемые

при решении задач.

1) Правило сложения векторов: АВ -\- ВС = АС.

2) Правило вычитания векторов: АВ = ОВ — ОА, где О —

произвольная точка.

3) Условие принадлежности трех точек А, В и С одной

прямой: a) BC= kBA, б) OC = kOA + (\ — k) OB, где k — некоторое
число.

Согласно правилу вычитания векторов из равенства а)

следует, что OC — OB = k{OA — OB), или OC = kOA+{\—k)OB, и,

наоборот, из равенства б) вытекает равенство а).

4) Условие параллельности отрезков АВ и CD: АВ = kCD.

Если векторы а и b коллинеарны и έ^Ο, то, как известно,

существует единственное число k, удовлетворяющее условию

a = kb. Это равенство записывают также в виде —=k. Число

~Ь

k называют отношением коллинеарных векторов а и Ь.

Если a = kb и 1гф0, то Ь=-г а. Иногда пишут: Ь=—, считая,
Η И,

~а 1
-

4ΤΟτ=ια·
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Пусть Л и В — две различные точки

прямой, а С — такая точка этой прямой,

АС
что —= k. Говорят, что точка С делит

СВ

отрезок АВ в данном отношении k

(рис. 44).
Прежде всего заметим, что кф — \.

Действительно, если точка С лежит

между точками Л и β (и этом случае векторы АС и СВ со-

направлены), то /г>0. Если точки С и Л совпадают, то k = Q.
Если же точка С лежит на прямой ЛВ вне отрезка ЛВ, то векторы

АС и СВ направлены противоположно и число k

отрицательное, но длины векторов АС и СВ различны, поэтому ^=-Ф — 1.
СВ

АС
— —

Пусть ^= /г, или AC = kCB. Выберем произвольную точку
СВ

О и выразим вектор ОС через векторы ОА и ОВ. Пользуясь
правилом вычитания векторов, получим:

OC — OA = k(OB — OC), или {\+k)OC= OA + kOB,

Я7- OA+kOB
откуда ОС =

—j——.

Если k = 1, то С — середина отрезка Л β и ОС=1г(ОА -\-ОВ).
Итак, получены следующие формулы:
5) Формула деления^ отрезка β данном отношении: если

АС и ТГп OA+kOB n
■^= я, то UL=————, где О — произвольная точка.
СВ l+fe

6) Формула середины отрезка: если С — середина отрезка

АВ, то ОС=±(ОА + ОВ).

При решении задач часто находит применение следующее
свойство векторов:

7) Единственность разложения вектора по двум неколлине-

арным векторам: если векторы а и b неколлинеарны, то из

равенства xa-\-yb = xxa-\-yxb следует, что х = л:1 и # = #,.

Приведем еще несколько векторных соотношений для

четырехугольников.

8) Если Μ и N — середины сторон АВ и CD

четырехугольника ABCD, то MN = ^(AD + BC).
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(Докажите самостоятельно, что это векторное равенство
выполняется для любых четырех точек А, В, С и D пространства.)

9) Четырехугольник A BCD является параллелограммом
тогда и только тогда, когда выполняется одно из соотношений:

a) AB = DC\ б) OA + OC= OB + OD, в) AC =AB +AD.

10) Если ABCD— трапеция с основанием АВ, стороны AD
и ВС которой при продолжении пересекаются β точке Р, а

диагонали — β точке О, то РА = kPD, РВ = kPC и ОА = — ЮС,

OB = — kOD, где * = -£§■·
Особенностью векторных решений многих задач является то,

что все привлекаемые для решения векторы откладываются от

одной точки, удачный выбор которой часто позволяет упростить
вычисления.

Пример 1. Продолжения сторон AD и ВС

четырехугольника ABCD пересекаются в точке Р. Точки Μ и N — середины

сторон АВ и CD. Доказать, что если прямая MN проходит через

точку Р, то ABCD — трапеция.
Решение. Переведем условие задачи на векторный язык.

Поскольку точки Р, A, D, так же как и точки Р, В, С, лежат

на одной прямой (рис. 45), то

PD = aPA, PC = $PB.

Точки Μ и N — середины отрезков АВ и CD. Следовательно,

РМ=±(Р~А + РВ), PN=±{PD + PC).

Учитывая приведенные выше равенства, получаем:

PN=^(aPA + $PB).

Согласно условию задачи

векторы РМ и PN коллинеарны.

Следовательно, найдется такое число λ,

что ΡΝ= λΡΜ, или

αΡΑ + βΡΒ = λ{ΡΑ + ΡΒ),

откуда

(α-λ)/Μ+(β-λ)Ρβ = 0.



На основании единственности разложения вектора (п_ данном

случае нулевого) по неколлинеарным векторам РА и РВ

заключаем, что α = β = λ.

Таким образом, PD = aPA_u PC = aPB. Вычитая из первого

равенства второе, получаем CD = aBA. Значит, стороны CD и АВ

четырехугольника параллельны, т. е. ABCD — трапеция.

Рассмотрим векторное решение задачи на вычисление

отношения отрезков одной прямой.

Пример 2. На сторонах АВ и АС треугольника ABC заданы

точки Μ и Ν, такие, что ^=™ и -Jc==n- °тРезки BN и см пе"

ресекаются в точке К- В каком отношении точка К делит

каждый из этих отрезков?
Решение. Обозначим

ВК СК
χ и -rrTj^i/ (рис. 46, а). Для то-

ΚΝ "КМ
_

го чтобы вычислить χ и у, выразим вектор АК двумя способами

через векторы АВ и АС.

По формуле деления отрезка в данном отношении имеем:

1+Jf i+y

Согласно условию задачи АМ= тАВ и AN= nAC, где т<\

и п<1\. Следовательно,
—

АВ + пхАС 77, туАВ + АС
АК=

\ + х
и АК=

\+у
■

В силу единственности разложения вектора по двум

неколлинеарным векторам получим:

1 ти пх 1ту пх

а)
Рис. 46

б)
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Решая эту систему уравнений, находим:

1 — т 1 — η

. У-
т (1 —η) η (1 — т)

Итак, отношения, в которых точка К делит отрезки ΒΝ и СМ,

найдены. Попутно можно найти разложение вектора АК по

векторам АВ и АС:

т(1—п)АВ + п(1—т)АС
АК=-

1 — тп

Используем полученный результат для решения следующей
задачи, в которой требуется доказать принадлежность трех
точек одной прямой.

Пример 3. Даны два параллелограмма ABDC и AMLN,
причем вершины Μ и N лежат на сторонах АВ и АС

параллелограмма ABDC. Прямые ΒΝ и СМ пересекаются в точке К.

Доказать, что точки D, L и К лежат на одной прямой. Как следует
выбрать точки Μ и Ν, чтобы точка L была серединой
отрезка DK>

Решение. Для того чтобы доказать, что векторы DK и DL

коллинеарны, выразим векторы AD, AL и АК через векторы АВ

и АС (рис. 46,6). Согласно правилу сложения векторов имеем:

A~D = A~B+~AC, AL = mAB + nAC, где т=^- и п =^-./Id AL·

Как было показано в примере 2,

\—тп \—тп

Пользуясь правилом вычитания векторов, находим:

DL =AL — AD =(m—\)AB + (n—\) АС,

Ь1< =М-^=-?—^-АВ+^^-АС.1 — тп 1 — тп

Таким образом, DL=(\ —тп) DK. Значит, точки D, L и К лежат

на одной прямой.
Из полученного равенства следует, что точка L тогда и

только тогда является серединой отрезка DK, когда тгс = —. Напри-
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мер, если положить т =— и « = -т, т. е. точки Μ и N построить
О Ί

2 3
на сторонах АВ и ЛС так, чтобы ЛМ=— АВ и AN =— АС.

Из приведенных примеров видно, что для решения подобных
задач следует выбрать базис, состоящий из двух неколлинеар-
ных векторов, условие задачи записать в виде векторных

равенств и выполнить разложение векторов, входящих в эти

равенства, через базисные векторы. Выразив один и тот же вектор

через базисные векторы двумя способами, в силу единственности

разложения вектора по двум неколлинеарным векторам можно

получить систему уравнений для вычисления неизвестных

коэффициентов.

Задачи

251. Докажите, что если ААХ, ВВЬ ССХ — медианы

треугольника ABC, то

Выясните геометрический смысл этого равенства.
252. Стороны ВС, СА, АВ треугольника ABC разделены по

его обходу соответственно точками L, Μ н N и равных
отношениях. Докажите, что из отрезков AL, ВМ и CN, перемещая их

параллельно, можно составить треугольник.
253. Параллелограммы ABCD и /1 β,С,0, имеют общую

вершину А. Докажите, что либо из отрезков ВВЬ СС{ и DD\ можно

составить треугольник, либо один из них равен сумме двух

других.
254. В плоскости треугольника ABC найдите все точки М,

такие, что из отрезков MA, MB и МС, перемещая их

параллельно, можно составить треугольник.

255. Докажите, что отрезки, соединяющие середины
противоположных сторон и середины диагоналей произвольного
четырехугольника, имеют общую середину.

256. а) Докажите, что медианы треугольника пересекаются
в одной точке, которая делит каждую медиану в отношении 2:1,
считая от вершины.

б) Докажите, что точка Μ является центроидом

треугольника ABC тогда и только тогда, когда ОМ =— (ОА -\- ОВ-\- ОС), где
О

О — произвольная точка.

257. На сторонах ВС, СА, Лб'треугольника ABC даны

соответственно пары точек Л, и А2, β, и В2, С, и С2, такие, что /4,/42 =
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= /гбС, B^B2 = kCA, ClC2 = kAB. Докажите, что центроиды

треугольников АХВ^С{ и А2В2С2 совпадают.

258. Докажите, что вершина D четырехугольника ABCD,
точка G пересечения его средних линий* и центроид Μ
треугольника ABC лежат на одной прямой, причем DG = 3GM.

259. Даны треугольник и точка. Докажите, что точки,

симметричные данной точке относительно середин сторон
треугольника, являются вершинами треугольника,

центрально-симметричного данному. Определите положение центра симметрии
относительно данной точки и центроида треугольника.

260. Середины отрезков АВ и CD, ВС и DE пятиугольника
ABCDE соединены отрезками. Середины Η и К полученных
отрезков снова соединены. Докажите, что отрезок НК параллелен

стороне АЕ и НК =-тАЕ.

ΑΤΑ

261. На боковых сторонах AD и ВС трапеции ABCD взяты

соответственно точки Μ и N так, что BM\\DN. Докажите, что

AN\\CM.
262. Дан четырехугольник ABCD. Прямая, проведенная

через вершину А параллельно стороне ВС, пересекает прямую BD
в точке М, а прямая, проведенная через вершину В параллельно
стороне AD, пересекает прямую АС в точке N. Докажите, что

отрезки MN и CD параллельны.
263. Дан четырехугольник ABCD. На его сторонах АВ и CD

хм \r AM CN τ-, ,,.,

взяты точки м и N так, что ——=—— . Прямая ΜΝ проходит

через точку О пересечения диагоналей четырехугольника.
Докажите, что стороны АВ и CD параллельны.

264. На сторонах АВ, ВС, CD и DA четырехугольника ABCD
взяты соответственно точки К, L, Μ и N так, что

АК
_

AN
_

CL
_

СМ

КВ~ ND~ LB~ MD
"

Докажите, что четырехугольник KLMN—параллелограмм,
центр которого лежит на отрезке, соединяющем середины
диагоналей четырехугольника ABCD.

265. Стороны параллелограмма ABCD разделены точками

Л,, β|, С,, D, по обходу его границы в отношении k. Стороны
четырехугольника /4|fi|C|D| разделены точками А2, В2, С2, D.2 по

обходу его границы в отношении
у. Докажите, что

A2B2C2D2—параллелограмм, гомотетичный данному.

*
Средняя линия четырехугольника — это отрезок, соединяющий сереДинь!

его противоположных сторон.
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▲ ТА

266. На стороне AD параллелограмма ABCD взята точка

Μ так, что -ггр-
= 2. Точка N — середина стороны CD. Отрезки AN

и ВМ пересекаются в точке К- В каком отношении точка /(делит
каждый из этих отрезков?

267. Дан треугольник ABC. На сторонах АС и ВС взяты со-

,. ., CM CN ,Л

ответственно точки Μ и N так, что -ргг^т и ——=п. Медиана
LA Со

CD треугольника ABC пересекает отрезок MN в точке Е. Найди-
МЕ СЕ

те и —

EN CD

268. На сторонах АС и ВС треугольника ABC даны точки

Μ и N так, что -г777=-ггтг = 2. Отрезки AN и ВМ пересекаются
ML NB г

в точке L. Какую часть площади треугольника ABC составляет

площадь треугольника ABL1

▲ ТА

269. а) Основания АВ и CD трапеции ABCD равны а и Ь. На
боковых сторонах AD и ВС взяты соответственно точки

ι^ г^ АЕ BF т π
г η

Ε и г так, что -р-^=-7гтг
=—

■ Докажите, что отрезок Ег паралле-ED f'L η

пп na-\-tnb
лен основаниям трапеции и £г= ■—.

г
т-\-п

б) Основания трапеции равны а и Ь. Найдите длину отрезка,
соединяющего боковые стороны трапеции и проходящего через

точку пересечения диагоналей параллельно основаниям.

270. Через вершину А параллелограмма ABCD проведена

прямая, пересекающая диагональ BD в точке Р, прямую CD
в точке Μ и прямую ВС в точке N. Докажите, что

AM
'
AN АР

271. Точки Μ и N — середины оснований АВ и CD трапеции
ABCD, Ρ — точка пересечения продолжений ее боковых сторон,
Q — точка пересечения диагоналей. Докажите, что точки Μ, Ν,
Ρ и Q принадлежат одной прямой и

PQ=Jbnn_ т = РМ, n = PN.
т+ п

§ 2. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Многие геометрические задачи на вычисление расстояний
и углов, на доказательство геометрических тождеств и

неравенств могут быть весьма экономно решены при помощи

скалярного произведения векторов.
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По определению a- b = \а\ · I Ь | cos (а, Ь\ следовательно,

2 ι ι 2
а-а = а = \α\ .

Равенство \а\2 = а2 применяется для нахождения длины

вектора.

Угол ψ между векторами а и b вычисляется так:

cos φ= .

й\Л~ь\

Кроме формул и соотношений, приведенных в предыдущем
параграфе, для решения метрических задач используются также

следующие:

1. Для ненулевых векторов а и b: a- b = 0<=s-aJ-b.

2. Для любых векторов а и Ь: \a-\-b\ <! \а\ -+- | 6 |.

3. Для любых векторов а и b: (a· b)2^.d2b'2.

4. Для любых трех векторов a, b и с:

(а + b + с)2= а2 + Ь2 + с2 + 2а- b + 2b ■ с + 2с ■ а.

5. Для любых трех векторов a, b и с:

~а(Ь— ~с) + Ь(~с — ~а)+~с-(а — 6) = 0.

Истинность этого тождества легко проверить.
Если А, В, С и D — четыре произвольные точки

пространства, причем ОЛ = а, DB = b, DC=c, тождество (5)
принимает вид

AD- SC + BD ■ СА + CD -AB = 0.

6. Для любых трех точек А, В и С:

ABAC=± (АВ2 + АС2 — ВС2).

Это равенство равносильно теореме косинусов.
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7. Для любых четырех точек А, В, С и D:

AB-CD =
j {AD2+ BC2-AC2-BD2).

Действительно,

AD2 + BC2-AC2-BD2= AD2 +(AC-ABf-AC2-(AD-ABf=

= 2AB-AD — 2AB-AC= 2AB-{AD-AC)= 2AB-CD.

Пример 4. На стороне АВ треугольника ABC взята точка

М, такая, что η-Γ^=2. Найти длину отрезка СМ, если ЛС = 3, ВС =

= 4 и Ζ Л Си =120°.
_ _

Решение. Выразим вектор СМ через векторы СА и СВ

(рис. 47). По формуле деления отрезка в данном отношении

имеем:

—■

C/H-2CS
СМ = ^ .

О

Вычислив скалярный квадрат вектора СМ, найдем его длину:

СМ2=|(ЛС2+ 4бС2 + 4С4-Сб).

Так как СА- СВ = АС- ВС cos 120°, то, подставив данные

значения, получим:

см=\.
Задачу нетрудно решить и традиционными средствами.

Дважды применив теорему косинусов к треугольнику ABC,
найдем сторону АВ и косинус угла А. Затем, еще раз используя

теорему косинусов, можно вычислить длину отрезка СМ.

Нетрудно видеть, что векторное решение проще и короче.

Пример 5. Диагонали параллелограмма ABCD

пересекаются в точке О. Найти площадь параллелограмма, если Лб = а,

ВС = Ь и ΔΑΟΟ= α.

Решение 1. ПлощадьS параллелограмма вычисляется по

формуле

S =^AC-BDs\na.
Следовательно, для решения задачи нужно найти произведение
длин диагоналей. Будем считать, что 0ο<α.<90°, тогда а>Ь

(рис. 48).
78



A MBA В

Рис. 47 Рис. 48

Обозначим АВ = а и /Ш = Ь. Тогда имеем:

AC = ~a+~b, DB = a — b.

„2 и7.

Следовательно, AC-BD cos α = α2 — 62, AC*BD= . Подста-
cos α

вив найденное значение произведения AC-BD в формулу для

вычисления площади параллелограмма, получим:

S =—— tga.

Задачу можно обобщить. Найдем площадь произвольного
четырехугольника ABCD, зная его стороны и угол AOD между
диагоналями.

Решение 2. Площадь любого четырехугольника
вычисляется по формуле

S =^AC-BDsm a.

Произведение диагоналей найдем, используя доказанное
выше тождество (7):

2AC-DB=AB2 + CD2-AD2-BC2.

Поскольку AC-DB = AC- BD cos α, то сразу получаем:

S = j(AB2+CD2-AD2-BC2)tga, где а^90°.

Если AB = CD = a и AD = BC = b, то получим тот же

результат, что и при решении задачи первым способом.

Покажем, как применяя неравенство а2^0 можно получить

геометрические неравенства.

Пример 6. Доказать, что для треугольника ABC и любой

точки Ρ выполняется неравенство
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pa2+pb2+pc2^Uab2+bc2+ca2).
о

Решение. Имеем (РА-\-РВ-\-PCf^O, причем равенство

достигается только тогда, когда Ρ — центроид треугольника
ABC. Отсюда

РА2 + ΡВ2 + PC2+ 2РА · ΡВ + 2РВ · PC + 2РС ■ /М>0. (*)

Но 2РА-РВ = РА'2 + РВ2 — АВ'21 2РВ-РС= РВ2+PC2 - ВС2,

2Р~С'Р~А = РС2+РА2 — АС2 (тождество (6)).
Подставив эти значения скалярных произведений в неравенство

(*), получим:

РА2 + РВ2+ PC'2^UaB2+ ВС2+ СА2).
О

Задачи

272. Докажите, что параллелограмм тогда и только тогда

является прямоугольником, когда его диагонали равны.
273. Докажите, что параллелограмм тогда и только тогда

является ромбом, когда его диагонали перпендикулярны.
274. Найдите длину медианы CD треугольника ABC, зная,

что ВС = а, АС = Ъ и /-С = у.
275. Докажите, что медианы AM и BN треугольника ABC

перпендикулярны тогда и только тогда, когда его стороны
связаны соотношением а2-\-Ь2 = 5с2.

276. В треугольнике ABC проведена медиана CD. Докажите,

что если угол С треугольника острый, то CD~>— АВ\ если же

угол С тупой, то CD <С--АВ.

▲ Τ А

277. Докажите, что высоты треугольника пересекаются в

одной точке.

278. а) Точка О — центр окружности, описанной около

треугольника ABC, точка Η — его ортоцентр. Докажите, что

он=оа + Бв + ос.

б) Известны стороны треугольника ABC и радиус R

окружности, описанной около него. Вычислите расстояние от центра
О окружности до ортоцентра Η треугольника.

279. Докажите, что точки, симметричные ортоцентру Η

треугольника ABC относительно середин его сторон, лежат на

окружности, описанной около треугольника.
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280. Докажите, что точки, симметричные ортоцентру Η

треугольника ABC относительно прямых АВ, ВС и СА, лежат на

окружности, описанной около треугольника.
281. Докажите, что во всяком треугольнике ABC центр

О описанной окружности, центроид Μ и ортоцентр И принадлежат

одной прямой, причем ОН = ЗОМ (прямая Эйлера).
282. Докажите, что расстояние от центра описанной

окружности до стороны треугольника вдвое меньше расстояния от

противоположной вершины до ортоцентра.
283. Докажите, что если И — ортоцентр треугольника ABC

и R — радиус описанной около него окружности, то

AH2 + BC2 = 4R2.
284. а) Докажите, что если О — центр окружности,

описанной около треугольника ABC, и D — точка, симметричная О

относительно стороны А В, то СD'2 = R2-\-а2-\-Ь2— с2.
б) Докажите, что для любого треугольника ABC выполняется

неравенство с'2^ а2-\- b'2-\- R2.
285. Докажите, что если СС^ — высота треугольника ABC,

точка Η — его ортоцентр, то имеет место равенство

CCrHCl = ACr(^B.
ΑΤΑ

286. Докажите, что если / — центр вписанной в треугольник
ABC окружности, то имеет место равенство:

.

ч

—

аОА+ЬОВ + сОС „ -

I) 01 = , , , , где О — любая точка;'
а + b + с

287. Докажите, что расстояние d между центрами вписанной

и описанной окружностей треугольника выражается формулой

d2 = R2 — 2Rr (формула Эйлера).

ΑΤΑ

288. а) Докажите, что расстояние от центра О окружности,
описанной около треугольника ABC, до его центроида Μ

выражается формулой OM'2=R2 —— (а2-\-b2-\-с2).
б) Докажите, что для любого треугольника ABC имеет место

неравенство а1 + Ь2-\-с'2^9R2.
289. Докажите, что расстояния от любой точки Ρ плоскости

до вершин треугольника ABC и до его центроида Μ связаны

соотношением

ЗРМ2 = РА'2+РВ2 + РС2-МА2-МВ'2-МС2

(теорема Лейбница).
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290. В плоскости треугольника ABC найдите точку, сумма

квадратов расстояний от которой до вершин треугольника

наименьшая.

ΑΤΑ

291. В четырехугольнике ABCD известны три стороны и два

угла, заключенные между данными сторонами: АВ = а, ВС = Ь,
CD = c, Ζΐβ = β, /-С = у. Докажите, что четвертая сторона AD

может быть вычислена по формуле

d2 = a2 + b2 + c2 — 2ab cos β —26с cos y + 2ac cos (β + γ)
(первая теорема косинусов для четырехугольника).

292. Дан четырехугольник ABCD, в котором АВ-{- BC = CD,
</β= ZC= 120°. Докажите, что AD = BD. Вычислите AD, если

АВ = 2 и ВС = 3.
293. Докажите, что сумма квадратов диагоналей трапеции

равна сумме квадратов ее боковых сторон, сложенной с

удвоенным произведением оснований.

294. Докажите, что для любого четырехугольника ABCD

имеет место неравенство АВ2 +ВС2+ CD2 +DA2^?AC2 + BD\ При
каком условии имеет место равенство?

ΑΤΑ

295. Найдите длину отрезка ΜΝ, соединяющего середины
сторон АВ и CD четырехугольника ABCD, если AD = a, BC = b
и угол между продолжениями сторон AD и ВС равен φ.
Вычислите ΜΝ при а = 3, 6 = 5 и φ = 60°.

296. Докажите, что если две противоположные стороны
четырехугольника равны, то они одинаково наклонены к прямой,
соединяющей середины двух других сторон.

297. Докажите, что расстояние между серединами К и L

диагоналей четырехугольника ABCD вычисляется по формуле

KL2=\(a2 + b2 + c2 + d2-e2-!2),

где а, Ь, с, d— длины сторон, е и / — длины/диагоналей.

ΑΤΑ

298. Дан прямоугольный равнобедренный треугольник ABC
с прямым углом С. На сторонах ВС, СА и АВ взяты

соответственно точки /4ι, В{ и Сх, делящие стороны треугольника по

обходу в равных отношениях. Докажите, что отрезки СС} и АУВХ
равны и перпендикулярны.

299. В квадрат со стороной а вписана окружность.
Докажите, что сумма квадратов расстояний от точки окружности до вер-
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шин квадрата не зависит от выбора точки на окружности.
Найдите эту сумму.

300. Около квадрата со стороной а описана окружность.
Докажите, что сумма квадратов расстояний от точки окружности
до вершин квадрата не зависит от выбора точки на окружности.
Найдите эту сумму.

301. Найдите геометрическое место точек плоскости, сумма
квадратов расстояний от которых до вершин правильного

треугольника постоянна.

ΑΤΑ

302. В плоскости треугольника ABC найдите множество

точек М, для которых МА2 + МВ'2 = 2МС2.
303. В плоскости параллелограмма ABCD найдите

множество точек М, таких, что МА2-\-МС2= МВ2-\-MD'2.
304. В плоскости параллелограмма ABCD найдите

множество точек М, таких, что MA2+ MB'2 = MC2-\-MD2.

ГЛАВА V

МЕТОД КООРДИНАТ

Координатный метод был разработан французскими
математиками Декартом и Ферма в первой половине XVII в. Он
является одним из самых универсальных методов решения
геометрических задач. Сущность этого метода заключается в следующем".

При помощи двух осей координат на плоскости каждой точке

ставится в соответствие пара чисел (называемых координатами
точки), при этом линии соответствует уравнение, точке

пересечения линий — решение двух уравнений с двумя неизвестными

и т. д., т. е. геометрический факт переводится на язык алгебры
и для решения задачи используется алгебраический аппарат
с его хорошо разработанными приемами тождественных

преобразований и решения уравнений.
Чтобы успешно применять координатный метод, надо уметь

перевести условие задачи на координатный язык, затем

выполнить необходимые алгебраические преобразования, решить
систему уравнений и осуществить обратный переход, т. е.

геометрически истолковать полученный результат. Решение задачи не

требует выполнения вспомогательных построений и

естественным образом сводится к применению правил алгебры.
Однако в школьной практике координатный метод

применяется довольно редко. Метод имеет и слабые стороны. Решение

задачи часто усложняется Тем, что простому геометрическому

факту не всегда соответствует простая координатная формула,
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алгебраические преобразования бывают громоздкими и

полученные алгебраические зависимости иногда трудно поддаются

геометрическому истолкованию. В связи с этим следует отметить,
что при решении задачи координатным методом большое
значение играет удачный выбор системы координат. Начало и оси

координат следует присоединить к данной фигуре наиболее
естественным образом. Обычно в качестве осей координат
выбираются прямые, заданные в условии задачи, и оси симметрии
фигуры, если они имеются.

Прямоугольная система координат хорошо известна из

школьного курса математики. Она находит применение при
решении метрических задач. Для решения задач, связанных с

доказательством параллельности прямых, с вычислением

отношения отрезков, лежащих на одной прямой или на параллельных
прямых, и некоторых других более удобной является другая
система координат, называемая общей декартовой или аффинной.

§ 1. АФФИННАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ

Дадим описание аффинной системы координат и выведем

основные формулы, необходимые для решения задач.

Возьмем на плоскости некоторую точку О и отложим от нее

два неколлинеарных вектора ОЕх=ех и ОЕ2=е2 (рис. 49).

Пусть а — произвольный вектор. Отложив его от точки О,

получим точку А, такую, что ОА=а. Через точку А проведем
прямые параллельно прямым ОЕх и ОЕ2, пересекающие прямые ОЕ2
и ОЕх в точках А2 и Ах. Согласно правилу сложения векторов
имеем:

ОА = ОАх + ОА2.

Но вектор ОАх коллинеарен вектору ех. Поэтому ОАх=хех.

Аналогично ОА2=уе2. Таким образом, получаем равенство

/ а=хех + уе2.

I Из единственности разложения век-

Αι/ ^.А тора по двум неколлинеарным век-

/ >// торам следует, что числа χ и у онре-
/

_

>^ / деляются однозначно.
_ _

Е / *^^ I Заданные векторы е, и е2 назы-

/ уг / ваются базисными или координат-

Т2/уГ I ными, а числа χ и у
— координата-

^р=—»£· д
ми вектора а в_базисе (ех\ е2). Крат-

/
в' i '

кая запись: а= (х\ у). Очевидно,

Рис. 49 ех={\; 0) и е2=(0; 1).
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Действия над векторами, заданными своими координатами,
выполняются по следующим правилам:

Если а=(а,\\ а2) и b=(b]; b2), то:

1) а + Ь={ах+Ьх\ а2-\-Ь2);

2) а—6= (а, — &,; а2—Ь2);
3) ka = (ka]\ ka2).

Точка О и базисные векторы ех и е2 задают на

плоскости аффинную систему координат.
Пусть А — произвольная точка плоскости. Координатами

точки А в данной аффинной системе координат называют

координаты вектора ОА.

Если ОА=хех -\-уе2, то точка А имеет координаты χ и у.
Записывается это так: А (х; у). Обратно, для каждой пары чисел

(л:; у) можно указать точку, имеющую данные координаты.
Таким образом, если на плоскости задана аффинная система

координат, то устанавливается взаимно однозначное соответствие

между точками плоскости и парами (х\ у) действительных чисел.

Точку О называют началом координат, направленные
прямые ОЕх и ОЕ2 — осями координат. Точки £, и Е2 имеют

координаты: £, (1; 0), £2(0; 1).

В частном случае, когда координатные векторы е, и е2

взаимно перпендикулярны и |е1| = |е2| = 1) система координат
называется прямоугольной декартовой или просто прямоугольной.

Используя определение координат точки и правила действий

над векторами в координатах, можно вывести следующие

формулы:
Пусть на плоскости даны две точки А (*,; #,) и В (х2\ у2).

1) Координаты вектора АВ вычисляются так:

АВ=ОВ—ОА=(х2— *,; у2
— У\).

2) Если точка С делит отрезок АВ в отношении —= k, то

СВ

;77i OA+kOB

а координаты точки С определяются формулами

_

xx + kx2
_

У\+ку2
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m

3) Если точка С делит отрезок
АВ пополам, то k=\. Поэтому
координаты середины отрезка АВ
вычисляются по формулам

м х = -

Х\-\-Х2
У

У\ + 02

Рис. 50

2
' Ό 2

Рассмотрим различные способы

задания прямой на плоскости.

Пусть требуется написать

уравнение прямой, проходящей через
точку М0(х0; #,,) параллельно

ненулевому вектору α—(α; β) (рис. 50).

Вектор а будем называть направляющим вектором прямой т.

Произвольная точка Μ (χ; у) принадлежит прямой т тогда

и только тогда, когда векторы М0М и а коллинеарны, т. е. когда

выполняется равенство

М0М=4а, или OM=OMQ+ia,

где / — некоторое число (параметр).
Это соотношение в координатах принимает вид

x = xQ + at, y = yQ + $t. (*)

Полученные уравнения называют параметрическими
уравнениями прямой.

Если прямая m параллельна оси Оу, то а = 0 и первое
уравнение принимает вид x = x0, а второе уравнение становится

лишним.

Уравнение прямой, параллельной оси Ох, имеет вид у = у0.
Исключив из системы (*) параметр t, получим уравнение

прямой, заданной точкой и направляющим вектором, в виде

х—хп

а

У
—

Уо
, α^Ο, β^Ο.

При α^Ο это уравнение можно записать так:

y
—

yQ = k{x— x(i), где/г =А

Число k называют угловым коэффициентом прямой т. В

случае, когда *о = 0 и у{) = Ь, уравнение прямой с угловым
коэффициентом k принимает вид y = kx-\-b.

Если прямая т задана двумя точками Λί, (а:,; #,) и М2{х2\ Уч),

то вектор МУМ2 является направляющим вектором прямой и ее
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уравнение легко записать. В частности, если прямая проходит

через точки А (а; 0) и β (0; b), отличные от начала координат, то

АВ=( — а; Ь) и уравнение прямой принимает вид

а Ь

Это уравнение называют уравнением, прямой в отрезках.
Таким образом, всякую прямую на плоскости можно задать

уравнением первой степени Ах-\- Ву-\-С=--0, где хотя бы одно из

чисел Л и β отлично от нуля.

Верно и обратное утверждение: линия на плоскости,

заданная в аффинной системе координат уравнением первой степени

Ах-\-Ву-\- С = 0, есть прямая.

Действительно, при ВфО уравнение Α χ -\- By -\~ С = 0

приводится к виду y = kx-\-b, где /г= ——, b = —-jr, и, следовательно,

есть уравнение прямой с угловым коэффициентом k, проходящей
через точку с координатами (0; Ь). Если же β = 0 и АфО, то

с

уравнение принимает вид х= а, где а= ——, т. е. является

уравнением прямой, параллельной оси Оу.
Приведем пример использования аффинной системы

координат для решения несложной задачи, которую можно решить
и другими методами, например применив гомотетию (см. задачу
81) или векторы.

Пример 1. Доказать, что середины оснований трапеции,
точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений
боковых сторон лежат на одной прямой.

Решение. Пусть A BCD —

произвольная трапеция, Μ и N —

середины оснований, Ρ — точка

пересечения продолжений боковых сторон,
Q — точка пересечения диагоналей

(рис. 51).
Середину Μ большего основания

АВ трапеции примем за начало

аффинной системы координат,
направленные прямые MB и MN — за оси

координат. Пусть вершины β и С
имеют координаты: В {а.\ 0), С (Ь; с).
Так как Μ и N — середины
оснований АВ и CD трапеции и CD\\AB, то

точки А и D будут иметь

координаты: А ( — а; 0), D(—b; с). Рис.51
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Найдем координаты вектора АС: АС=(а-\-Ь; с) — и запишем

уравнение прямой АС:

х+а _у

а-\-Ь с'

Точно так же составим уравнение прямой BD:

х — а
_

У

а-\-Ь — с'

Решив систему этих уравнений, найдем координаты точки

пересечения прямых АС и BD:

«(0; ^)·
Отсюда видно, что точка Q лежит на оси Оу, т. е. на

прямой MN.

Совершенно так же докажем, что прямые AD и ВС имеют

уравнения

jc-f- а у х—а у

а — Ь с' а — Ь — с'

а точка их пересечения Ρ имеет координаты: Я(0; Y Значит,

точка Ρ также лежит на прямой ΜΝ.

Заметим, что для решения приведенной задачи систему

координат можно выбрать и по-другому. Например, точку Ρ принять

за начало координат, а РА и РВ — за координатные векторы.
Точки Μ, Ν, Ρ и Q будут лежать на прямой, уравнение которой
у = х. Вычисления также будут достаточно простыми.

Покажем, как с помощью аффинной системы координат
вычислить отношение отрезков, лежащих на одной прямой или на

параллельных прямых.

Пример 2. Дана трапеция ABCD. Точки Μ и N —

середины оснований АВ и CD, Ρ — точка пересечения продолжений
боковых сторон и Q — точка пересечения /диагоналей.

Доказать, что

PQ 2\PM^ PNJ

Решение. Воспользуемся обозначениями и результатом
только что решенной задачи. Точки М, Q, Ν, Ρ лежат на оси Оу
в указанном здесь порядке, причем ординаты их соответственно

.п. ас ас Л ^
.

'

равны 0, ——, с, -, где 0<й<а.
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ас ас ас

Значит, —=

PQ

а— Ь а + Ь

ас

а—Ь

2Ь PQ

ас

а + Ь

a + b '

PN ас

2а

а + Ь

PQ 0
1

= 2, или
1

(—+—)\РМ^ PNJ
Отсюда

рм
,
ρΝ

_,

pQ 2\pm
l

PN,

Метод координат с успехом может быть использован при
решении задач на отыскание множеств точек, удовлетворяющих
тем или иным геометрическим условиям.

Пример 3. Дан треугольник ЛВС. Через точку М,
лежащую на стороне АВ, проведены прямые, параллельные
медианам ЛЛ, и ВВ] и пересекающие стороны ВС и АС соответственно

в точках Ρ и Q. Найти множество точек S, для которых MPSQ —

параллелограмм.
Решение. Введем на плоскости аффинную систему

координат так, чтобы вершины треугольника ABC имели координаты:

Л(0; 0), 5(1; 0), С(0; 1) (рис. 52). Тогда Л,(1; Ι), β, (θ; i).'
Пусть Μ (т\ 0)— точка, лежащая на стороне АВ треугольника.

Легко видеть, что точка Q будет иметь координаты: Q (0; —V

Выразим через т координаты точки Р. Учитывая, что

УИЯЦЛ/4, и /4/4,= (—; —Υ запишем уравнение прямой MP:

χ— m = i/.

Уравнение прямой ВС имеет вид

х + у=\.

Решив систему этих уравнений, найдем координаты точки Р:

\ + т

. У-
1 —т

Пусть (Χ; Υ)—координаты
вершины S параллелограмма MPSQ.
Тогда отрезки MS и PQ имеют

общую середину, и по формуле для

координат середины отрезка
получаем:

Х =
\ — т

Y=i
А (0;0) В(1;0) «

Уравнение Υ
'

= — есть уравнение пря- Рис. 52
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мой /4,β,. По смыслу задачи 0<т<1, поэтому 0<^<— .

Значит, полученные соотношения означают, что точка S

принадлежит средней линии А]В1 треугольника.
Обратно, если S — некоторая точка отрезка АХВЬ то, полагая

S (s; — Υ с помощью таких же вычислений можно показать, что

параллелограмм MPSQ, удовлетворяющий условию задачи,

существует, причем Μ (\—2s; 0).
Итак, множество точек S есть средняя линия Л,/ί,

треугольника ABC (без точек Л, и β,).

Из приведенных примеров видно, что при решении подобных

задач, в которых речь идет о параллельности отрезков и прямых,

принадлежности трех точек одной прямой, отношении отрезков,
лежащих на одной прямой или на параллельных прямых,
введение аффинной системы координат вместо прямоугольной имеет

большое преимущество. Систему координат удается
естественным образом связать с рассматриваемой фигурой, пе требуется
проведения дополнительных линий, данные точки по

возможности располагаются на осях координат, благодаря чему
упрощаются вычисления, достигается большая наглядность и

облегчается геометрическое истолкование полученного результата.

Задачи

305. На сторонах AD и ВС параллелограмма ABCD взяты

точки Μ и Ν, такие, что -—=——=2. Точка Ρ делит отрезок ΜΝ

в отношении 1:2, считая от точки М. Прямая АР пересекает сто-

ск

рону CD в точке /С. Найдите -^-- .

306. Дан параллелограмм ABCD. Точка Μ — середина

стороны ВС, точка N— середина отрезка AM. Прямая DN

пересекает сторону АВ в точке /С. Найдите площади треугольников

ADK и AKN, если площадь параллелограмма ABCD равна 1.

307. Через вершину А параллелограмма ABCD проведена

прямая, пересекающая диагональ BD в точке Р, прямую CD
в точке Μ и прямую ВС в точке N. Докажите, что ΡΑ2 = ΡΜ·ΡΝ.

308. Дан параллелограмм ABCD. На его стороне ВС взята

произвольная точка Р, а на продолжении ВС за точку С — точка

Q, такая, что BP = CQ. Прямые АР a AQ пересекают прямую
CD соответственно в точках Μ и N. Докажите, что DN2=
= CN-MN.

ΑΤΑ

309. а) На сторонах АС и ВС треугольника ABC взяты точки

Μ и Ν, такие, что -тттг
=

~г и -—=-*-. Докажите, что прямая ΜΝМС 4 NC 4

проходит через центроид G треугольника.
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б) Через центроид G треугольника ЛВС проведена прямая,
пересекающая стороны АС и ВС соответственно в точках

АЛ МП AM . BN .

Μ и N. Докажите, что -тт-т -+- -тттт
= 1 ·

310. Продолжения боковых сторон AD и ВС трапеции ABCD

пересекаются в точке К. Через точку К параллельно основаниям

проведена прямая, пересекающая продолжения диагоналей АС
и BD соответственно в точках Μ и N. Найдите длину отрезка
MiV, если основания трапеции равны а и Ь.

311. Через точку Μ стороны АВ треугольника ABC

проведены прямые параллельно сторонам АС и ВС, пересекающие ВС
и АС соответственно в точках К и L. Отрезок АК пересекает
отрезок LM в точке Р, a BL пересекает КМ н точке Q. Докажите,

что отрезки PQ и АВ параллельны. Найдите -т^-, если
— °

АВ
'

MB

312. Через точку Μ стороны АВ треугольника ABC

проведены прямые параллельно двум другим его сторонам,
пересекающие стороны ВС и А С соответственно в точках /( и L.
Произвольная секущая, проходящая через вершину С, пересекает отрезок
КМ в точке Я, а продолжение LM в точке Q. Докажите, что

прямые AQ и ВР параллельны. Найдите отношение отрезков AQ
и ВР, если Μ — середина стороны АВ и Ρ — середина
отрезка КМ.

ΑΤΑ

313. На боковых сторонах AD и ВС трапеции ABCD взяты

\л \т AM CN π ..
xr

точки Μ и Ν, такие, что ijk
=

ttu · Прямая MN пересекает

диагонали АС и BD соответственно в точках Ρ и Q. Докажите, что

MP= QN.
314. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точ-

~ АО 3 ВО 4 „ лп огл

ке О, причем 7Т7т=~о" и
7577
=

Т· "а Диагоналях АС и BD взяты

точки Ρ и Q так, что АР = ОС и BQ = OD. Прямая PQ
пересекает стороны AD и ВС соответственно в точках Μ и N. Докажите,
что MP = PQ = QN.

315. Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в

точке О. Известно, что АО = ОС и BO = 20D. Через середину Μ

стороны АВ проведена прямая МО, пересекающая сторону CD
CN

в точке N. Найдите отношение η-τ=-.

316. Через точку О пересечения диагоналей
четырехугольника ABCD параллельно сторонам AD и ВС проведены прямые
КМ и LN, пересекающие сторону АВ в точках К и L, а сторону
/-γϊ ,,

,,
π KL MN „ ,. KL

CD в точках М и N. Докажите, что -—-=-— . Найдите -ртг, если
А В LU А В

АО = ОС и BO = 20D.
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ΑΤΑ

317. Докажите, что в любом четырехугольнике,
противоположные стороны которого не параллельны, середины его

диагоналей и середина отрезка, соединяющего точки пересечения
продолжений противоположных сторон, лежат на одной прямой
(теорема Гаусса).

318. Точки Μ и N лежат соответственно на сторонах ВС и CD

параллелограмма ABCD. Через середины отрезков DN и АВ

проведена прямая. Через середины отрезков ВМ и AD — вторая
прямая, пересекающая первую в точке S. Докажите, что прямая
AS проходит через середину отрезка MN.

319. На сторонах АВ и CD параллелограмма ABCD даны
соответственно точки Μ и N. Отрезки AN и DM пересекаются
в точке Р, отрезки BN и СМ — в точке Q. Прямая PQ пересекает
стороны AD и ВС параллелограмма соответственно в точках

Ε и F. Докажите, что AE=CF.

ΑΤΑ

320. Дан треугольник ABC. Стороны АС и СВ треугольника

делятся точками Μ и N в одном и том же отношении: -тттг = тттг
=

ΜС ΝΒ
= k. Найдите геометрическое место середин отрезков MN для

всех значений k.

321. На одной стороне угла с вершиной О заданы точки

А и В (точка А лежит между О и В). На другой стороне
выбирается произвольная точка Q и строится точка Ρ так, что ОР =
= 20Q. Найдите геометрическое место точек пересечения
прямых АР и BQ.

322. Дана трапеция ABCD, диагонали которой пересекаются
в точке О. Середина Μ основания АВ соединена отрезками с

вершинами С и D. Через произвольную точку боковой стороны
трапеции и точку О проведена прямая, пересекающая отрезки DM
и СМ соответственно в точках Ρ и Q. Докажите, что точка S

пересечения прямых АР и BQ принадлежит отрезку CD.

§ 2. ПРЯМОУГОЛЬНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ

Для решения задач, в которых существенную роль играет
понятие расстояния между двумя точками, применяют

прямоугольную систему координат. Приведем необходимые теоретические
сведения.

Пусть даны две точки плоскости А (х,; ух) и В (х2; у.,). Тогда
расстояние между ними вычисляется по формуле

AB = ^(x2-Xi)2+(y2 — у,)2.
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Пользуясь этой формулой, запишем уравнение

окружности радиуса г с центром в точке С (а; Ь):

{х-а)2+{у-Ь)2 = г*.

Теория прямой, изложенная в предыдущем параграфе,
справедлива и для прямоугольной системы координат. В частности,

при решении задач можно пользоваться уравнением прямой
с угловым коэффициентом k, проходящей через точку А (лу, ух):

y
—

y, = k (* — *,).

Отсюда следует, что угловой коэффициент прямой,
заданной двумя точками А(хх\ ух) и В (х2; у2), вычисляется по

формуле

х2 Х\

Если прямая проходит через точку В (0; Ь), то ее уравнение

принимает вид y
= kx-\-b.

Напомним, что угловой коэффициент прямой k в

прямоугольной системе координат имеет следующий геометрический смысл:

& = tga, где a — угол наклона прямой / к оси абсцисс.

Пусть прямые /, и /2 заданы своими уравнениями с угловыми

коэффициентами y = kxx-\-bx и y = k2x-\-b2 (рис. 53).
Если a| = a2, то kx = k2, и обратно. Следовательно, условие

/г, = /г2 выражает признак параллельности прямых /, и /2.
Если /|-L/2. т0 a,=90°-|-»2 или α2= 90°-|-αι· Булем считать,

что а,^0° и а2^0°. Тогда tga2=— ctg ah или

Верно и обратное утверждение. Следовательно, полученное
равенство есть условие перпендикулярности двух прямых.

Рис. 53 Рис. 54
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Кроме тех способов задания прямой, которые были

рассмотрены в предыдущем параграфе, при решении метрических задач

пользуются еще одним способом: πpямaяJ задается начальной

точкой Af0 и нормальным вектором η (так называют

вектор, перпендикулярный к прямой /).
Пусть на плоскости введена прямоугольная система

координат и требуется написать уравнение прямой_/, проходящей через

точку М0(х0; у0) перпендикулярно вектору я = (Л; В) (рис. 54).
Произвольная точка Μ (χ; у) плоскости принадлежит прямой

/ тогда и только тогда, когда вектор М()М перпендикулярен

вектору п, т. е. П'М0М = 0. Так как вектор М0М имеет координаты

(х—х0; у
— ί/0), то это условие в координатах запишется так:

А (х — х0) + В (у — Уо) = 0.

Это и есть уравнение прямой, проходящей через точку М0 (х0; у0)
и перпендикулярной вектору п = (А; В).

Верно и обратное утверждение: линия на плоскости,
заданная в прямоугольной системе координат уравнением Ах-\- Ву-\-
-|-С = 0, есть прямая, а вектор я=(Л; В) является нормальным
вектором этой прямой.

_

Заметим, что ве_ктор а=(
— В; А) есть направляющей вектор

прямой /. Так как η·_α=Α·( — В)-\-В·Α=0, то вектор а

перпендикулярен вектору η и, следовательно, параллелен прямой /.
Без вывода приведем еще формулу для вычисления

расстояния d от данной точки М, (х,; ух) до прямой I, заданной
уравнением Ах-\~Ву-\-С = 0:

Ахх + Вух + С
а = . —.

У^2 + в2

Метод координат может быть с успехом использован при
решении задач, в которых требуется вычислить расстояние или

величину угла между двумя прямыми, доказать
перпендикулярность прямых, отыскать множество точек, обладающих

определенным свойством. Приступая к решению задачи, следует
рационально выбрать прямоугольную систему координат.
Желательно, чтобы данные точки располагались на осях координат, тогда

среди их координат будут нули. Это позволит упростить
вычисления.

Пример 4. Дан равнобедренный треугольник ABC, в

котором проведены высота CD и перпендикуляр DE к боковой
стороне ВС. Точка Μ — середина отрезка DE. Доказать, что отрезки
АЕ и СМ перпендикулярны.
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Решение. Высота равнобедренного треугольника является

его осью симметрии. Поэтому середину D основания АВ

треугольника ЛВС удобно принять за начало прямоугольной
системы координат, а направленные прямые АВ и DC — за оси

координат (рис. 55). Тогда вершинам треугольника можно отнести

координаты: А( — \; 0), β(1; 0), С(0; с).
Вычислим угловые коэффициенты прямых АЕ и СМ. Для

этого сначала найдем координаты точек Ε и М.

Запишем уравнение прямой ВС:

х-\- — =\, или у =
— сх-\-с.

Так как DE-LBC, то угловой коэффициент прямой DE

равен —, а ее уравнение есть у = —х. Решая систему уравнении

У
—
— ex -f с,

У=:7Х>

находим координаты точки Е: х{= ^ , ί/, = j

Следовательно, ЛП-у; -^-j
Угловые коэффициенты прямых /4£ и С/И равны соответст-

и £2 = . Подставив значения хх и уи полу-венно /г, =
х, + 1

чим: /г,
2^+ 1

И ko =
2б-2+1

Отсюда k]-k2= — 1, поэтому AE-LCM.

Пример 5. На плоскости даны две точки А и В. Найти
множество вершин С треугольников ABC, в каждом из которых

[С (0;с)

А(-1;0) В (1:0) χ

Рис. 55 Рис. 56
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расстояние от вершины С до ортоцентра Η треугольника равно
длине стороны ЛВ.

Решение. Введем на плоскости прямоугольную систему
координат с началом в середине стороны ЛВ — точке О (рис. 56).
Прямую ЛВ примем за ось Ох и положим: Л ( — 1; 0), β (1; 0).
Координаты произвольной точки С обозначим через X и Υ.

Уравнение высоты СС{ есть х = Х.

Вектор ВС =(Х— 1; Υ) является нормальным вектором
прямой АН. Уравнение прямой АН имеет вид

(X-\)(x+\)+Yy = 0.

По смыслу задачи ΥφΟ. Решая систему полученных уравнений,
найдем координаты точки Η пересечения высот треугольника:

Далее находим СН = \Υ

Согласно условию задачи СН=ЛВ = 2. Приходим к

уравнению \Χ2-\-Υ2—\\=2\Υ\, равносильному двум уравнениям:

X'2 + (Y-\f= 2, X2 + (Y+\)2= 2.

Обратно, если координаты точки С удовлетворяют одному из

этих уравнений, то \Χ2-\-Υ2—1|=2|К| и, следовательно, С// = 2.
Таким образом, искомое множество точек С есть

совокупность двух окружностей радиуса у2, проходящих через
точки Л и β и симметричных относительно прямой ЛВ (точки
Л и В следует исключить).

Метод координат позволяет эффективно решать задачи, в

которых, кроме прямых и окружностей, фигурируют такие линии,
как эллипс, гипербола и парабола. Эти кривые обладают

интересными геометрическими свойствами.

Пример 6. Найти множество точек Μ плоскости, каждая
из которых одинаково удалена от данной точки F и данной
прямой d, не проходящей через точку F.

Решение. Пусть D — проекция точки F на прямую
d (рис. 57). Середину О отрезка DF примем за начало

прямоугольной системы координат, а прямую OF — за ось ординат. Точке

F отнесем координаты (0; 1). Прямая d будет иметь уравнение

Пусть Μ (χ; у) — произвольная точка плоскости. Тогда
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Рис. 57

N.
F

О

D

'м

χ

N d

MF=^£+{y—\f и MN=\y+\\,

где MN — расстояние от точки Μ до прямой d.

Если MF= MN, то ~\1*? + (у—\)2 = \у+\\.

=4-**.Возведя обе части в квадрат, получаем уравнение у=-г

Обратно, если координаты точки Μ удовлетворяют этому

уравнению, то х? = Ау и, следовательно,

MF^S+iy-lf =^4y+ (y-\f = \у+\\,

т. е. MF = MN.

Заметим, что если вместо DF= 2 положить DF= p, то

получим уравнение x2 = 2pjy.
Из школьного курса алгебры известно, что линия,

определяемая уравнением у = ах?, называется параболой. Теперь мы

можем дать геометрическое определение параболы: это есть

множество точек плоскости, расстояние от каждой из которых
до данной точки F равно расстоянию до данной прямой d, не

проходящей через точку F.

Точку F называют фокусом параболы, а прямую d —

директрисой.

Задачи

323. Дан прямоугольник ABCD, в котором ВС = 2АВ. На

диагонали BD взята точка М, такая, что ——= —. Точка N —

середина стороны ВС. Докажите, что Z-AMN= 90° и треугольник
AMN подобен треугольнику ABC.

324. Точка Μ — середина стороны ВС прямоугольника
ABCD, точка Η — основание перпендикуляра, проведенного из

вершины D к прямой AM. Докажите, что CH = CD.
325. В окружность вписан прямоугольник ABCD. Из

произвольной точки Ρ окружности проведены перпендикуляры Р/С,
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PL, PM, PN соответственно к прямым АВ, ВС, CD и DA.

Докажите, что точка N — ортоцентр треугольника K.LM.
326. Докажите, что сумма квадратов расстояний от точки М,

принадлежащей диаметру некоторой окружности, до концов
любой из параллельных этому диаметру хорд постоянна.

327. В ромб ABCD, сторона которого равна 2 и угол А равен
60°, вписана окружность. Докажите, что для любой точки

Ρ окружности РА2+ РВ2 + PC'2 + PD2= W.

328. На стороне АВ равностороннего треугольника ABC вне

его построена полуокружность. Две прямые, проведенные из

вершины С, делят полуокружность на три равные дуги.
Докажите, что эти прямые делят сторону АВ на три равных отрезка.

ΑΤΑ

329. На плоскости даны две точки А и В. Точка С

перемещается в плоскости так, что длина медианы AD треугольника ABC
остается неизменной. Найдите множество точек С.

330. На плоскости даны две точки А и В. Найдите множество

точек Μ плоскости, удаленных от А вдвое больше, чем от В.

331. Найдите множество точек плоскости, разность
квадратов расстояний от которых до двух данных точек равна
постоянной величине с2.

332. На плоскости даны две точки Л и β. Найдите множество

точек С плоскости, таких, что в треугольнике ABC медиана AD

равна стороне ВС.

333. На плоскости даны точки А и В. Найдите множество

точек С, таких, что в треугольнике ABC высота СН равна
медиане AD.

334. Найдите множество точек плоскости, сумма квадратов

расстояний от каждой из которых до вершин данного

прямоугольника равна квадрату длины данного отрезка.
335. Найдите множество точек, для каждой из которых

сумма квадратов расстояний до двух вершин А и В равностороннего

треугольника ABC равна квадрату расстояний до его третьей
вершины.

ΑΤΑ

336. Докажите, что если точка Μ лежит на основании АВ

равнобедренного треугольника ABC или на продолжении

основания, то АМ-МВ=\АС2-СМ2\.

337. На высоте ССУ треугольника ABC дана произвольная
точка Р. Прямые АР и ВР пересекают стороны ВС и СА
соответственно в точках Л, и β,. Докажите, что луч С,Р является

биссектрисой угла /4|С|£|.
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338. Даны параллельные прямые а и Ь. Точка О — их центр

симметрии. Стороны произвольного прямого угла с вершиной
О пересекают а и b соответственно в точках А и В. Докажите, что

расстояние от точки О до прямой АВ не зависит от выбора
прямого угла.

339. В плоскости равностороннего треугольника через его

центр проведена произвольная прямая. Докажите, что сумма

квадратов расстояний от вершин треугольника до этой прямой
не зависит от выбора прямой.

340. Дан треугольник ABC. Найдите множество точек М, для

каждой из которых площади треугольников АВМ и АСМ равны
между собой.

ΑΤΑ

341. К параболе в ее вершине О проведена касательная. Из

произвольной точки Μ касательной проведена прямая,
пересекающая параболу в точках Л и β. Докажите, что если Л, и β, —

проекции точек Л и β на касательную, то МА{- МВ{ = МО2.
342. Докажите, что середины параллельных хорд параболы

лежат на прямой, параллельной оси параболы.
343. Прямая пересекает гиперболу, заданную в

прямоугольной системе координат уравнением ху=\, в точках Л и β, а оси

координат в точках Л, и β^ Докажите, что АА{ = ββ,.
344. Докажите, что отрезок любой касательной к гиперболе

χί/=1, заключенный между осями координат, делится точкой
касания пополам.

345. Касательная к гиперболе ху=\ пересекает оси

координат в точках Лив. Докажите, что площадь треугольника ОАВ
не зависит от выбора касательной (О — начало координат).

346. Докажите, что середины параллельных хорд гиперболы
лежат на одной прямой.

ΑΤΑ

347. Даны прямая / и точка Л. Найдите множество точек

плоскости, для каждой из которых разность квадратов
расстояний до точки Л и до прямой / постоянна и равна d2.

348. Даны окружность и прямая /, касающаяся окружности
в точке Л. Найдите множество центров окружностей,
касающихся данной окружности и прямой /.

349. Расстояние от точки Л до прямой / равно 1. Найдите
множество точек плоскости, для каждой из которых сумма
расстояний до точки Л и до прямой / равна 3.

350. Найдите множество точек, для каждой из которых
произведение расстояний до двух взаимно перпендикулярных
прямых равно данному положительному числу.
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ГЛАВА VI

РАЗНЫЕ МЕТОДЫ

Задачи настоящей главы распределены по параграфам в

зависимости от их содержания. Читателю предлагается самому

выбрать тот или иной метод решения. Большинство задач
данной главы допускает решения разными методами. Первое
решение редко бывает лучшим, и естественно стремиться к тому,
чтобы найти более простое и красивое решение. Решение одной
и той же задачи различными методами дает возможность полнее

исследовать свойства геометрической фигуры и выявить

наиболее простое решение. При этом мы лучше узнаем специфику того

или иного метода, его преимущества и недостатки в зависимости

от содержания задачи. Решая задачу подходящим методом,
иногда удается подметить свойство фигуры, о котором в задаче

ничего не говорится, или получить интересное обобщение задачи.

Нередко найденный способ решения может быть в дальнейшем
использован для решения более трудных задач, сходных с

решенной задачей. Длительная работа над одной и той же задачей
часто полезнее, чем решение нескольких задач.

Приступая к решению задачи, следует сделать хороший
чертеж и попытаться заметить на чертеже определенные
зависимости между элементами фигуры. Следует стремиться к тому,
чтобы научиться сразу видеть, что тот или иной способ непригоден
для ее решения, а вот какой-то другой способ может быть
использован. Если долго не удается подобрать ключ к решению
задачи, то следует попытаться начать с вычислений, используя,
например, координатный метод или тригонометрические
соотношения.

Пример 1. Дан равнобедренный прямоугольный
треугольник ЛВС. Прямая, проведенная

через вершину прямого угла С

перпендикулярно медиане BD,
пересекает гипотенузу в точке М. Найти

AM
отношение —гтг.

мв

Решение к Введем на

плоскости прямоугольную систему
координат: С(0; 0), Л(1; 0), В (0; 1)

(рис. 58). Тогда D (—; 0) и угловой

коэффициент k прямой BD
равен — 2.

Угловой коэффициент /г, прямой
СМ „удовлетворяет соотношению

/г/г,= — 1, следовательно, fe,Рис. 58 2'
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Запишем уравнения прямых СМ и АВ: у =—х, х-\-у=\.

Решив полученную систему уравнений, найдем координаты
точки М:

2 ι

Если N — проекция точки Μ на прямую АС, то ηττ7τ
=

-^
· Сле-

АМ 1
довательно, и

мв 2
'

Теперь видно, что элементарно-геометрическое решение
задачи можно получить, построив перпендикуляр MN к прямой АС

(см. решение 4).

Решение 2. Обозначим ——= λ, СА =а, С5=6. По

формуле дел_ения_отрезка в данном отношении выразим вектор СМ

через а и Ь:

СМ=а+кЬ
1+λ

"

Согласно правилу вычитания векторов имеем:

вЪ=^-~ь.

Поскольку CM±BD, то CM-BD=0, или

Учитывая, что а-6=0 и а2=Ь2=\, получаем \ =—.

Решение 3. Обозначим /L А СМ = а. Применим теорему
синусов к треугольникам АСМ и ВСМ. Получим:

AM sin α ВМ sin (90° —α) cos α _ AM ,

"ftt= . τπτ= —

· Отсюда -rnr
= tga·CM sin 45° CM sin 45° sin 45° MB s

Из условия задачи следует, что углы АСМ и CBD равны.

Тогда из треугольника BCD имеем tga = -r·· Значит, -тг7г
=

7г·r J ° 2 MB 2

Для решения задачи методом координат, векторным методом

и с помощью тригонометрии никаких вспомогательных линий не

потребовалось.

Решение 4. Проведем перпендикуляр MN к стороне АС

(см. рис. 58). Так как /LMCN'= /LCBD, то прямоугольные тре-

101



угольники CMN и BCD подобны. Следовательно, ——=——=—
ϋ/ν tSL Z

Но ΜΝ= ΑΝ, значит,
——=—. Поскольку MN\\BC, то и
CN 2

J " '

MB 2
'

Решение 5. Рассмотрим поворот вокруг точки С на 90°,
при котором точка В переходит в точку А (рисунок предлагаем
сделать читателю). Точка D перейдет в точку D,, лежащую на

продолжении стороны ВС, треугольник BCD — в треугольник
ACDX. По свойству поворота AD^-LBD, а так как CM±.BD, то

/ID, || СМ. Учитывая, что CD{ = CD=— ВС, по теореме о сторонах

угла, пересекаемых параллельными прямыми, получаем:

AM
_

CDt
_

ι

MB
~

ВС
~

2
'

Итак, мы решили одну не очень сложную задачу пятью (!)
различными способами. И это не предел: нужно лишь немного

фантазии, геометрической интуиции, чтобы найти еще другие
решения.

Так, если через вершину А треугольника ABC провести

прямую, перпендикулярную стороне АС, π обозначить через К точку

пересечения ее с прямой СМ, то треугольники А С/С и BCD будут
равны. После чего нетрудно установить, что

AM AK 1

MB ВС 2"

1л
DH l

иИ еще если доказать, что -γγ£·
=
τ . гДе

"
— точка пересечения

по 4

отрезков BD и СМ, а затем провести DE\\CM,rn,e Ε — точка

гипотенузы АВ, то АЕ= ЕМ =— ВМ, откуда и следует

утверждение задачи.

В отличие от первых трех решений особенностью

последующих является использование вспомогательных линий, которые
проводятся с целью получить равные или подобные
треугольники. Полученные решения геометрически наглядны и красивы, но,
чтобы догадаться, какие именно линии следует провести, нужны

определенный опыт и сообразительность. >■

§ 1. ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ ОТРЕЗКИ

Способ решения задачи часто диктуется ее содержанием.
В задачах первых двух параграфов этой главы речь идет о

параллельных, прямых, отношении отрезков, лежащих на одной
прямой или на параллельных прямых, отношении площадей

многоугольников. Такие задачи называются аффинными. При
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их решении могут быть использованы геометрические
преобразования (параллельный перенос, центральная симметрия,

гомотетия), теоремы о средней линии треугольника, об отрезках,
отсекаемых на сторонах угла параллельными прямыми, и некоторые

другие. Отдельные задачи просто и красиво решаются с

помощью теоремы Менелая.

Сформулируем эту теорему, используя отношение коллинеар-

ных векторов. Напомним, что запись —=k, где афО и ЬфО,

_

ь

означает, что a=kb и &=±-^-, причем знак «плюс» берется,
1*1

если векторы а и b сонаправлены, а знак «минус», если они

направлены противоположно.
Теорема Менелая. Если прямая пересекает стороны

или продолжения сторон ВС, СА и АВ треугольника ABC

соответственно в точках А„ В, и С,, то имеет место равенство

ВА{ СВ, Ас,

А.С ВЛ С.В

= — 1.

Доказательство. Пусть прямая пересекает стороны ВС
и СА треугольника в точках Л, и β,, а прямую АВ в точке С,
(рис. 59). Через вершину С треугольника ЛВС проведем прямую,

параллельную стороне АВ и пересекающую прямую /Ί,β, в

точке D.

Треугольники Л,бС, и AxCDy а также треугольники В]АС1

и ВуСи гомотетичны. Следовательно, ^ζ-
=

^ζ-

AtC DC

Cfi, DC

Β,Α AC,

Перемножив эти два равенства почленно, получим
доказываемое соотношение.

Рис. 59 Рис. 60

103



Верна и обратная теорема:
Если точки Аи В, и С, лежат соответственно на сторонах ВС,

СА и АВ треугольника ABC или на их продолжениях и

выполняла, св. АС.

ется равенство -=—^·—— =— 1, то эти три точки лежат на

А,С BtA CtB
одной прямой.

Доказательство. Пусть прямая АХВ\ пересекает прямую
АВ в точке С/. Тогда согласно прямой теореме Менелая имеем:

ВА, СВ{ АС
= —1.

/1,С ВХА СВ

Сравнивая это соотношение с данным, заключаем, что

АСХ _АС откуда следует, что точка С совпадает с точкой С,.

С^В сЪ
'

Пример 2. На сторонах АВ и АС треугольника ABC взяты

AM
_

CN

MB
~

NA
точки Μ и iV, такие, что

η—^
=

-гт-г
= —

. Отрезки ΒΝ и СМ Пересе
ПК СК

каются в точке К. Найти отношения отрезков -гггт и -тггг (рис. 60).
KN KM r '

ск
Решение. Чтобы найти отношение -тгтт, применим теорему

Менелая к треугольнику АСМ и секущей В К- Для простоты
отношение коллинеарных векторов заменим отношением их длин.

Получим:

СК MB AN -

КМ ΒΑ NC

~ MB 2 AN 0 CK 3
Так как —=-

,

—= 2, то
W

=

T-

Аналогично, применив теорему Менелая к треугольнику ABN
и секущей СК, находим:

вк ι ι
, вк η

WIT1' 0ТКУда Ί<ν=6·

Заметим, что, записывая отношение отрезков, следует
двигаться по контуру треугольника от вершины до точки

пересечения с прямой и от точки пересечения до следующей вершины.
Таким образом, решение задачи.,сводится к одним

вычислениям, не нужно придумывать никаких вспомогательных

построений.
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Задачу можно решить и методом координат, а также

векторным методом (см. пример 2 главы IV). Преимущество
применения теоремы Менелая очевидно.

Задачи § 2 по содержанию примыкают к задачам § 1.
Решение их часто сводится к нахождению отношения отрезков одной

прямой или параллельных прямых. При вычислении отношения

площадей треугольников удобно пользоваться следующими
леммами:

1) Если вершины С и С, треугольников ABC и ЛВС] лежат по

одну сторону от прямой А В, то эти треугольники равновелики
тогда и только тогда, когда СС^ЦАВ.

2) Если точка Μ лежит на стороне А В треугольника ABC, то

$асм AM

3) Если точки 5, и С, принадлежат сторонам АВ и АС

треугольника ABC или их продолжениям, то

s/ifl,c, АВГАС{

SAbc ЛВ-АС
■

Пример 3. На сторонах АВ и АС треугольника ABC взяты

точки Μ и Ν, такие, что тпг
=

тгт
=

"о ■ Отрезки BN и СМ

пересекаются в точке К. Какую часть площади треугольника ABC

составляет площадь треугольника ВСЮ

Решение. По условию задачи CN=— АС, значит, площадь

треугольника BCN составляет -г- площади треугольника ABC

(см. рис. 60).
О IS

Поскольку ——= 6 (см. пример 2), то согласно лемме 2

отношение площадей треугольников ВСК и CKN равно 6, т. е. пло-

щадь треугольника ВСК равна -=■ площади треугольника BCN.

2
Таким образом, площадь треугольника ВСК составляет —

площади треугольника ABC.

Задачи

351. Через середину Μ медианы CD треугольника ABC

проведена прямая AM, пересекающая сторону ВС в точке К. В
каком отношении точка К делит сторону ВС?

352. На сторонах ВС, СА, АВ треугольника ABC даны точки

Л,, Ви С,. Докажите, что прямые ААи ВВХ и СС{ пересекаются
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в одной точке тогда и только тогда, когда

АС, ВАХ СВ1

-с^'^с'-в^=1 (теоРема Чевь0·

353. На сторонах ВС, СА, А В треугольника ABC даны точки

Л,, β,, Сь такие, что прямые ААи ВВ, и СС, пересекаются в одной

точке д. Докажите, что τ^"=7ΓΤ-'-Χ«" (ТС0Рема Ван-Обеля).
354. Докажите, что медианы треугольника пересекаются

в одной точке и каждая из них делится ею в отношении 2 : 1,
считая от вершины.

355. На медиане СМ треугольника ABC дана точка Р.
Прямые А Ρ и ВΡ пересекают стороны ВС и АС соответственно в

точках Ах и β,. Докажите, что отрезок /Ι,β, параллелен стороне АВ
и делится медианой СМ пополам.

356. На продолжении диагонали BD четырехугольника
ABCD взята произвольная точка Р. Точки Μ и N — середины
сторон АВ и CD четырехугольника. Докажите, что прямые РМ
и PN делят две другие стороны четырехугольника
соответственно в равных отношениях.

357. Дан параллелограмм ABCD. Докажите, что прямые,
проходящие через вершину D и середины сторон АВ и ВС, делят

диагональ АС на три равные части.

358. Точки Μ и N — середины сторон АВ и ВС

параллелограмма ABCD. Отрезки AN и DM пересекаются в точке Е, отрез-
EF

ки СМ и DN — в точке F. Найдите отношение -^ .

АС

ΑΤΑ

359. а) Дан параллелограмм ABCD. Проведите прямую,

параллельную стороне АВ, так, чтобы отрезок ее, заключенный

внутри параллелограмма, делился диагоналями на три равные
части.

б) При помощи одной линейки проведите прямую,
параллельную основаниям данной трапеции, так, чтобы отрезок ее,

заключенный внутри трапеции, делился диагоналями на три равные
части*. /■

360. а) На стороне АВ параллелограмма ABCD взята

произвольная точка К и через нее проведены прямые параллельно
диагоналям, пересекающие стороны AD и ВС соответственно

в точках Ρ и Q. Докажите, что точка О пересечения
диагоналей — середина отрезка PQ.

б) На основании АВ трапеции ABCD взята произвольная точ-

* Возникает вопрос: нельзя ли провести прямую, не параллельную
основаниям трапеции, так, чтобы боковые стороны и диагонали трапеции высекали на ней

три равных отрезка? Ответ в задачах 360—362.
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ка К и через нее проведены прямые параллельно диагоналям.
Эти прямые пересекают стороны AD и ВС соответственно в

точках Μ и N. Прямая ΜΝ пересекает диагонали АС и BD в точках

Ρ и Q. Докажите, что MP = QN.
361. Через произвольную точку К стороны АВ треугольника

ABC параллельно его медианам ААХ и ββ, проведены прямые,

пересекающие стороны АС и ВС соответственно в точках

Μ и N. Докажите, что медианы А Л, и ββ, делят отрезок ΜΝ на

три равные части.

362. Боковые стороны, диагонали и продолжения оснований

трапеции пересекают прямую / в шести точках, т. е. высекают на

прямой / пять отрезков, а) Докажите, что если крайние (первый
и пятый) отрезки равны, то соседние с ними (второй и четвертый)
также равны.

б) При каком отношении оснований трапеции можно

провести прямую / так, чтобы все пять отрезков были равны?
363. Отрезок, соединяющий середины сторон AD и ВС

четырехугольника ABCD, делится диагоналями на три равные
части. Докажите, что ABCD — трапеция, найдите отношение ее

оснований.

§ 2. ПЛОЩАДИ

364. Средние линии четырехугольника разбивают его на

четыре четырехугольника. Докажите, что сумма площадей двух

неприлежащих четырехугольников равна сумме площадей двух

других четырехугольников.
365. Точки Μ и N — середины сторон АВ и CD выпуклого

четырехугольника ABCD. Докажите, что площадь

четырехугольника AMCN равна половине площади четырехугольника ABCD.
366. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Сторона АВ

точками Μ и N разделена на три равные части, сторона CD
разделена точками К и L также на три равные части. Докажите, что

площадь выпуклого четырехугольника KLMN составляет — пло-
О

щади данного четырехугольника.
367. Внутри параллелограмма ABCD взята произвольная

точка М. Докажите, что сумма площадей треугольников АВМ

и CDM равна половине площади параллелограмма.
368. Точка Μ — середина боковой стороны ВС трапеции

ABCD. Докажите, что площадь треугольника ADM составляет

половину площади трапеции.
369. Середины сторон четырехугольника последовательно

соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного
четырехугольника равна половине площади данного

четырехугольника.

370. Точки Μ и N — середины сторон АВ и CD выпуклого
четырехугольника ABCD. Отрезки AN и DM пересекаются в точ-
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ке Ρ, а отрезки СМ и ΒΝ — в точке Q. Докажите, что площадь

четырехугольника MQNP равна сумме площадей треугольников
APD и BCQ.

371. Точки Μ и N — середины сторон АВ и AD

параллелограмма ABCD. Прямые DM и BN пересекаются в точке Р.

Какую часть площади параллелограмма составляет площадь

четырехугольника AMPN?

372. Прямой, проходящей через данную точку, взятую на

стороне треугольника, разделите треугольник на две равновеликие
части.

373. Через вершину четырехугольника проведите прямую,

делящую четырехугольник на две равновеликие части.

374. Внутри параллелограмма ABCD дана точка Р.

Постройте на контуре параллелограмма точку Q, такую, чтобы ломаная

APQ разделила параллелограмм на две равновеликие части.

ΑΤΑ

375. Внутри данного треугольника ABC найдите множество

точек М, таких, что сумма площадей треугольников АСМ и ВСМ

равна площади треугольника АВМ.
376. В плоскости треугольника ABC найдите множество

точек М, для которых площади треугольников АСМ и ВСМ равны.
377. В плоскости треугольника ABC найдите множество

точек М, для которых площади треугольников МАВ, МВС и МСА

равны.
378. а) Внутри трапеции ABCD с основанием АВ найдите

множество точек М, для которых сумма площадей треугольников
АВМ и CDM равна половине площади трапеции.

б) Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Найдите внутри
его множество точек М, для которых сумма площадей
треугольников АВМ и CDM равна сумме площадей треугольников ADM
и ВСМ.

ΑΤΑ

379. Дан параллелограмм ABCD. Точки К, L, Μ, Ν —

середины его сторон АВ, ВС, CD, DA. Какую часть площади

параллелограмма составляет площадь четырехугольника, ограниченного

прямыми AL, ВМ, CN и D/(?
380. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника ABC взяты со-

ответственно точки Л,, β, и С1( такие, что
-т^-

=

-^г
=

-~γ
=

-τ? ■

Докажите, что площадь треугольника, ограниченного

прямыми ЛЛ,, ββ, и СС|, равна
— площади треугольника ABC.

381. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD
пересекаются в точке О. Докажите, что если АО>ОС и BO>OD, то

сумма площадей треугольников ОАВ и OCD больше суммы
площадей треугольников ОВС и OAD.
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382. Диагонали трапеции ABCD с основанием АВ
пересекаются в точке О. Площади треугольников ОАВ и OCD равны
соответственно S, и S2. Найдите площадь трапеции.

383. Диагонали трапеции ABCD с основанием АВ
пересекаются в точке О. Найдите отношение площади треугольника ADO

к площади трапеции, если АВ = а и CD = b. Докажите, что

площадь треугольника ADO меньше —

трапеции ABCD.

384. На основании АВ трапеции ABCD взята точка М. Через
точку О пересечения прямых AD и ВС проведена прямая ОМ,

пересекающая сторону CD в точке N. Отрезки AN и DM
пересекаются в точке Р, а отрезки СМ и BN—в точке Q. Докажите,
что площадь четырехугольника MQNP не зависит от выбора
точки М. Найдите отношение площади четырехугольника MQNP
к площади трапеции ABCD, если /1Ζ? = α и CD = b.

385. На противоположных сторонах АВ и CD
параллелограмма ABCD взяты соответственно точки Μ и N. Докажите, что

площадь четырехугольника MQNP, ограниченного прямыми AN,

BN, СМ и DM, не больше -τ площади параллелограмма ABCD.

При каком условии площадь этого четырехугольника равна —

площади параллелограмма?
386. На основании АВ трапеции ABCD дана точка М.

Постройте на стороне CD точку N так, чтобы общая часть

площадей треугольников ABN и CDM была наибольшей.
387. Через вершины треугольника ABC и точку Р, лежащую

внутри треугольника, проведены прямые, пересекающие стороны
ВС, СА, АВ соответственно в точках L, М, N. Как следует

выбрать точку Р, чтобы площадь треугольника LMN оказалась

наибольшей?

§ 3. НАИБОЛЬШИЕ И НАИМЕНЬШИЕ ЗНАЧЕНИЯ

Большинство школьных задач на отыскание наибольших
и наименьших значений геометрических величин сводится к

нахождению экстремальных значений функции от одной
переменной. Для решения таких задач существует общий метод,
основанный на применении производной. Однако решение с помощью

этого метода не всегда является лучшим. В некоторых случаях
можно прийти к цели проще и быстрее, используя элементарные
методы и приемы.

Пример 4. Из всех четырехугольников, вписанных

в окружность, найти четырехугольник наибольшей площади.

Решение. Воспользуемся формулой

S=— d\d2 sin φ,
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выражающей площадь четырехугольника через длины d, и d2 его

диагоналей и угол φ между диагоналями.

Пусть R— радиус окружности. Так как d]^.2R, d2^.2R,
sin φ^ 1, το S^2R2, причем наибольшее значение S достигается
тогда и только тогда, когда диагонали четырехугольника

перпендикулярны и каждая из них является диаметром, т. е. когда

искомый четырехугольник
—

квадрат.
Очевидно, что для решения этой задачи производная вообще

не годится.

Геометрические задачи на максимум и минимум часто

сводятся к исследованию квадратичной функции. В таком случае
можно применить способ выделения полного квадрата или

воспользоваться тем, что экстремальное значение функции у =

2,1., Ь *1 + *2
= ах -\-bx-\-c достигается при *„=——, т. е. при х0

=
—-—,

где л:, и х.2
—

корни квадратного трехчлена.
Рациональные решения ряда задач можно получить с

помощью известного из школьного курса неравенства между
средним арифметическим и средним геометрическим двух
положительных чисел:

причем равенство имеет место только при а = 6.

Пример 5. Из всех прямоугольников данного периметра
2р найти прямоугольник наибольшей площади.

Решение. Обозначим через χ и у длины сторон

прямоугольника, через S его площадь. Тогда S='xy, x-\-y = p.
Применив неравенство между средним арифметическим и

средним геометрическим, получим:

причем 6=-^-только при х= у, т. е. когда прямоугольник

является квадратом.

Полученный результат позволяет сделать следующий вывод.

Произведение двух положительных переменных
сомножителей, сумма которых постоянна, имеет наибольшее значение при

равенстве сомножителей.

При решении некоторых задач на экстремум независимую

переменную можно выбрать несколькими способами и, таким

образом, получить различные аналитические выражения
исследуемой функции. Удачный выбор независимого переменного
позволяет сократить вычисления и упростить решение задачи.
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Пример 6. Из всех

прямоугольников, вписанных в полукруг,
найти прямоугольник наибольшей

площади.
Решение 1. Пусть в полукруг

радиуса R с центром О вписан

прямоугольник ABCD (рис. 61).
Обозначим АВ = х, тогда

AD = 2^R2-x2.
Выразим площадь S прямоугольника через R и х:

S = 2x^R2 — x'2, 0<x<R.

Таким образом, задача сводится к нахождению наибольшего

значения функции y = x2(R2—.χ2) и промежутке (0; R).
Так как x2-\-(R2 — х2) = /?2, то произведение х2 (R2 — х2) имеет

наибольшее значение при x2 = R'2 — χ2, т. е. при * = —=.

V2

Итак, площадь прямоугольника ABCD принимает наиболь-

шее значение, когда Лб=—τ— и AD = R γ2 .

Решение 2. Задача решается проще, если независимой

переменной считать величину угла АОВ. Обозначив Ζ.ΑΟΒ = α,

получим:

AB = R sin а, /40 = /? cos α, S = 2R2 sin α cos α, 0°<α<90°.

Воспользуемся формулой синуса двойного аргумента и будем
иметь:

S = R'2 sin 2α.

Значит, при α = 45° площадь прямоугольника максимальна

и равна R'2.
Никаких вычислений больше не требуется. Полученный ответ

дает представление о форме искомого прямоугольника и простой
способ его построения.

Интересно также геометрическое решение этой задачи.
Решение 3. Применив симметрию относительно диаметра

полукруга, сведем задачу к нахождению прямоугольника
наибольшей площади, вписанного в окружность. Легко доказать,
что таким прямоугольником является квадрат (см. пример 4).
Отсюда следует, что прямоугольник, вписанный в полукруг,
имеет форму половины квадрата.

Некоторые задачи на максимум и минимум весьма просто
решаются с помощью тригонометрии. Если задача сводится к

исследованию выражения, содержащего тригонометрические функ-
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ции, не следует торопиться применять производную. Иногда
тригонометрическое выражение можно преобразовать так, чтобы

аргумент χ находился лишь под знаком одной
тригонометрической функции, и тогда остается только воспользоваться

свойством этой функции.

Пример 7. Найти наибольшее значение функции

у = a sin χ-\-b cos χ, 0°<λ:<360ο.

Решение 1. Пусть сначала а = Ь=\. Тогда имеем:

г/ = sin x-l-cos л; = д/2~ sjn (45° + χ).

Следовательно, у ηνΛ* =~\J2 при χ= 450.

Аналогичным образом найдем наибольшее значение функции

у — a sin χ-\-b cos x, где афО и ЬфО.

В силу тождества sin2 φ + cos2 φ= 1 всегда можно найти

такой вспомогательный аргумент <р, чтобы было

,
= cos ψ, , -.. =sin φ, 0°·<φ·<360ο.

л/7+¥ Л]а2 + Ь'2

Тогда имеем:

y=ya2-\-b2 (sin χ cos φ + cos χ sin ψ)= ya2-\-b2 sin (x-\- φ).

Значит, у тая =ya2-\-b2 при sin (лг-f- φ)= 1, т. е. когда Λ:+φ=

90° или л:+ φ = 450°. При этом tg x = ctg ψ = —·

Решение 2. Легко проверить истинность тождества

(a sin Хз\-Ь cos xf-\-(a cos x—b sin xf = a2-\-b2.

Отсюда получаем:
— ~\Ja2-\-b2 <a sin x-\-b cos jc< \a2-\-b2,

причем крайние значения функция принимает только тогда,

когда a cos χ — b sin x= 0, т. е. при tg ^=
7·

Тот же результат можно получить, пользуясь производной, но

для нахождения наибольшего значения функции потребуются
еще дополнительные вычисления.

Все помещенные в этом параграфе задачи могут быть

решены с помощью элементарных приемов без использования

производной. Некоторые из них требуют специального исследования

и сравнения результатов для различных положений искомой

фигуры.

Приведем решение одной из таких задач.
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Пример 8. Через вершину А треугольника ABC провести

прямую к так, чтобы произведение расстояний от точек β и С до
этой прямой было наибольшим.

Решение. Пусть BD и СЕ— перпендикуляры к прямой k,
проходящей через вершину А треугольника ABC (рис. 62). Если

прямая k проходит через вершину В или через вершину С, то

произведение расстояний BD и СЕ равно нулю, так как при этом

один из сомножителей обращается в нуль.

Рассмотрим теперь случай, когда прямая к пересекает
сторону ВС в некоторой точке М. Положим ЛС= Ь, АВ = с, /-.ВАС =

= а. Переменный угол ВАМ обозначим через х. Из

прямоугольных треугольников ABD и АСЕ находим:

BD = с sin χ, С£ = b sin (α— χ).
Следовательно, интересующее нас произведение есть

функция от х:

P = BD-CE= bc sin x sin (α — χ), 0°<л:<а.

Заменим произведение синусов по известной формуле. Тогда
лишь одна из тригонометрических функций будет содержать
в аргументе переменную х, и получим:

Р=- be [cos (2х— а)— cos а].

Отсюда видно, что функция Ρ имеет наибольшее значение, когда

cos (2л:—а)=1, т. е. при х=-т-, причем

Лпах = -2 bc(\—cos a) = be sin2
j

.

Остается рассмотреть случай, когда прямая k не пересекает

сторону ВС. Построим точку β,, симметричную точке В
относительно точки Л, что позволит использовать результат первого
случая. Если k не имеет со стороной ВС общих точек, то она пе-
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ресечет отрезок fi,C. Расстояния от точек β, и β до прямой
k равны между собой. Следовательно, для функции // = BD-CE
согласно доказанному выше получаем:

Я1ПЯХ = &с sin21, где β=180°-α.

Теперь сравним полученные значения Pmax = bc sin2 — и

Π,«*» = be sin2 £ш

Поскольку значения ~ и \г заключены между 0° и 90°, то при

α>β имеем Ртах> Птиу, а при α<β, наоборот, /7„,:ιχ>Λη;ιχ· Если

же α = β, то /imax = //M1HX.
Итак, искомая прямая k, проходящая через вершину Л

треугольника, должна делить угол А треугольника пополам, если

Z/l>90°, и угол, смежный с Ζ Л, если Ζ Л<90°. Если же /_Л =
= 90°, то условию задачи удовлетворяют две прямые, делящие

угол А треугольника и угол, смежный с ним, пополам.

Задачи

388. Какую наибольшую высоту может иметь треугольник
АС

ЛВС с данным основанием АВ = с и отношением сторон -тг^ = 2?

389. Дана равнобочная трапеция с острым углом а, периметр
которой равен 2р. Какое наибольшее значение может иметь

площадь трапеции?
390. Из всех круговых секторов данного периметра 2р

найдите тот, который имеет наибольшую площадь.

391. Докажите, что из всех четырехугольников данного

периметра наибольшую площадь имеет квадрат.
392. В данный треугольник ЛВС впишите прямоугольник

наибольшей площади так, чтобы две его вершины лежали на

стороне ЛВ, а две другие
— на сторонах АС и ВС.

393. На сторонах ΚΝ и KL квадрата KLMN даны точки

А и β на равных расстояниях от вершины /С. Впишите в квадрат

трапецию ABCD с основанием АВ наибольшей площади.
394. В данный квадрат K.LMN впишите 'трапецию ABCD

с основанием АВ наибольшей площади при условии, что А — се-

КR I

редина стороны ΚΝ, а точка В лежит на стороне KL и
-д7~
=

у·

Какова наибольшая площадь трапеции, если площадь квадрата
равна 1?

ΑΤΑ

395. Через точку М, лежащую внутри данного угла,
проведите прямую так, чтобы длина ломаной, высекаемой этой прямой
на сторонах угла, была наименьшей.
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396. Через точки А и В, лежащие по разные стороны от

данной прямой /, проведите окружность так, чтобы она высекала на

прямой / хорду наименьшей длины.
397. Какое наибольшее значение может принимать длина

отрезка, отсекаемого боковыми сторонами треугольника на

касательной к вписанной окружности, проведенной параллельно

основанию, если периметр треугольника равен 2р?

ΑΤΑ

398. В данный полукруг впишите прямоугольник
наибольшего периметра.

399. Из точки С данной окружности проведен перпендикуляр
СМ к диаметру АВ. При каком положении точки С на

окружности сумма AM -\- СМ имеет наибольшее значение?

400. На стороне АВ треугольника ABC с данными сторонами
ВС = а и АС = Ь во внешнюю сторону строится равносторонний
треугольник ABD. Какую наибольшую площадь может иметь

четырехугольник ACBD и при какой величине угла С?

401. На сторонах треугольника ABC вне его построены

квадраты ABEF, BCPQ и CAMN. Какую наибольшую площадь

может иметь шестиугольник EFMNPQ, если ВС = а и /4С = 6?

402. На сторонах ВС и CD прямоугольника ABCD даны
точки Μ и iV, такие, что ВМ = МС и DN = 2NC. При каком

отношении сторон АВ и AD угол MAN будет иметь наибольшую
величину? Какова эта наибольшая величина?

ΑΤΑ

403. Данный треугольник разделите на две равновеликие
части отрезком наименьшей длины.

404. Даны три точки А, В и С, не принадлежащие одной
прямой. Через точку А проведите прямую k так, чтобы сумма
расстояний до нее от точек β и С имела наибольшее (наименьшее)
значение.

405. а) Даны прямая k и две точки Л и β, не принадлежащие

ей. Найдите на прямой k точку М, для которой отношение -^тт
от

принимает наибольшее (наименьшее) значение.

б) Дан треугольник ABC, в котором АС<.ВС. Докажите, что

если точка Μ лежит на биссектрисе угла С треугольника, то от-

ношение -БТГ является наименьшим, когда точка Μ совпадает
от

с центром О вписанной в треугольник окружности, и

наибольшим, когда Μ совпадает с центром 0{ вневписанной окружности,
касающейся стороны АВ.

115



ΑΤΑ

406. На одной стороне прямого угла даны точки А и В.

Найдите на другой стороне точку М, для которой угол АМВ имеет

наибольшую возможную величину.
407. Докажите, что из всех треугольников ABC с данным

основанием АВ и данным углом при вершине С наибольшую
биссектрису CD имеет равнобедренный треугольник.

408. а) Докажите, что из всех треугольников ABC с данным

основанием АВ и данным острым углом при вершине С

наибольшую медиану, проведенную к основанию, имеет равнобедренный
треугольник.

б) Докажите, что из всех треугольников ABC с данным

основанием АВ и данным тупым углом при вершине С наименьшую

медиану, проведенную к основанию, имеет равнобедренный
треугольник.

409. Из всех треугольников ABC с данным основанием АВ

и постоянной высотой СИ найдите треугольник, около которого
можно описать окружность наименьшего радиуса. Вычислите

значение этого радиуса, если ЛВ = с и CH = h.

ΑΤΑ

410. Из данной прямоугольной трапеции вырезать
прямоугольник наибольшей площади, имеющий с трапецией общий
прямой угол. Какова наибольшая площадь прямоугольника,
если основания трапеции равны а и Ь, а высота равна /t?

411. Из квадрата ABCD со стороной а вырезали четверть
круга радиуса г с центром в точке С. Требуется из оставшейся
части вырезать прямоугольник наибольшей площади, имеющий
с квадратом общий угол А. Каковы размеры прямоугольника
наибольшей площади?

ΑΤΑ

412. В данный круговой сектор с острым центральным углом
впишите прямоугольник наибольшей площади.

413. Дан треугольник ABC, в котором /4С = 6, АВ = с, Z/l =

= α, причем Ζ-Α^. Ζ. β^ Ζ С. Требуется построить
прямоугольник ALMN наибольшей площади так, чтобы вершины β и С

лежали соответственно на сторонах LM и ΜΝ. Каково наибольшее

значение площади прямоугольника?
414. В треугольник ABC вписан четырехугольник KLMN так,

что вершины К и L лежат на стороне АВ треугольника, а

вершины Μ и N соответственно на сторонах ВС и АС, причем LAf||/4C
и KN\\BC. При каком положении точек К и L на стороне АВ

площадь четырехугольника KLMN будет наибольшей? Какую
наибольшую площадь может иметь четырехугольник, если площадь

треугольника ABC равна S?
415. В данный треугольник ABC с прямым углом С впишите

прямоугольник с наименьшей диагональю.
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416. На стороне АВ треугольника ЛВС выбирается точка Р.

Через нее проводятся прямые, параллельные ВС и АС, до

пересечения со сторонами АС и ВС соответственно в точках

Μ и N. При каком выборе точки Ρ отрезок ΜΝ имеет наименьшую

длину?
Решите эту задачу: а) для треугольника с прямым углом С;

б) для произвольного треугольника ABC.

ΑΤΑ

417. а) Какое наибольшее значение может принимать
величина угла А треугольника ABC, в котором медиана, проведенная
из вершины В, образует со стороной ВС угол 45°?

б) Какое наибольшее значение может принимать величина

угла А треугольника ABC, в котором медиана ВМ в 1,5 раза
больше высоты А /У?

§ 4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА

При решении задач, помещенных в настоящем параграфе,
находят применение замечательные неравенства, связывающие

различные «средние» нескольких положительных чисел:

/43= о среднее арифметическое,
О

з

G3 = ~\Jabc —среднее геометрическое,

Л3= у—Чт—■ среднее квадратичное,

A/3 = -j j j среднее гармоническое чисел а, Ь, с

a b с

ι— есть среднее арифметическое чисел —,
— —).

Докажем, что для любых положительных чисел а, Ь, с имеют

место неравенства

//3<G3<A,</C3,

где равенство достигается только тогда, когда а = Ь = с.

(Аналогичные неравенства справедливы для любых η положительных

чисел.)
Неравенство Л3^/(3 равносильно неравенству

(а + 6 + с)2<3(а2+ 62 + с2),

которое вытекает из очевидного неравенства

(а — b)2 + (b — cf+ {c — af^O.
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Точно так же доказывается неравенство

(а + Ь + с)2>3 (ab + be + са).

Получаем цепочку неравенств:

а& + 6с + ш<]-(а + & + <;)2<а2 + 62 + <;2,

которые обращаются в равенства только в случае, если а = Ь = с.

Чтобы убедиться в справедливости неравенства

•л / и ^ а-\-Ь-\-с
уаос <— ,

положим: а = х'\ 6 = г/'\ c = z,\ Тогда доказываемое неравенство

приводится к виду

*3 + ί/3-Μ3 — 3jo/z>0.

Многочлен, стоящий в левой части неравенства, разложим
на множители:

x* + y3 + z:i-3xyz = (x-\-yf-\-?)-3xy(x + y-\-z) =

= (x-\-y-\-z) (χ2 -\- у'2 -\- ζ2 — ху
—

yz
— zx).

Учитывая, что x+ y-\-z>Q и χ2 + #2 + ζ2 — jq/
—

уζ
— ζχ^Ο,

получаем: x:i-\-ул-\-ζλ — Sxyz^Q.

Равенство здесь имеет место тогда и только тогда, когда х=

= y = z, что для исходного неравенства равносильно, условию
а = Ь = с.

Итак, неравенство G3<M3 доказано. Применив его к

числам —,
—

, —, получим неравенство A/3^G3, Таким образом,
CI U L/

3

а о с

<^7<ΐ±μι<^1+^1.

Заметим, что отсюда вытекает еще одно неравенство

(a+6+c>(i+}+7>9·
которое в дальнейшем находит применение. Равенство здесь

также имеет место лишь при а = 6 = с.

Для доказательства геометрических неравенств, касающихся

треугольника, кроме числовых неравенств, применяются теорема

косинусов и формулы, выражающие элементы треугольника че-
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рез его стороны или через радиус описанной окружности и углы.

Пользуясь формулами, приведенными в начале § 3 главы III,
любое неравенство между линейными элементами треугольника
можно свести к неравенству, связывающему тригонометрические
функции углов треугольника. Таким образом, решение задач на

доказательство геометрических неравенств требует умения
применять разнообразные сведения из различных разделов
математики. Рассмотрим некоторые приемы доказательства неравенств
на конкретных примерах.

Пример 9. Доказать, что в любом треугольнике диаметр
вписанной окружности не более радиуса описанной окружности:

Решение 1. Выразим г и R через стороны и площадь

треугольника:

S
D

abc

ρ 4S

.. r 4S2 4(p-a)(p-b)(p-c)
Имеем: —=—-—=

z .

R abcp abc

В силу теоремы о среднем арифметическом и среднем

геометрическом двух положительных чисел

b2 a2
Аналогично (р — а) (р — с)^.— , (р — Ь)(р — с)^.— .

Следовательно, (р — а){р — Ь)(р — с)^:—^ и -5-<т7 ·

Решение 2. Воспользуемся формулой

лп
. А . В . С

r = 4/? sin — sin -τ- sin — .

Задача сводится к доказательству неравенства

. А . В . С . 1

sinysinIs.nI<-.

По теореме косинусов имеем:

a2 = (b — cf + 2bc(\ — cos Л), или a2 = {b — cf+ Abc sin"
*

Отсюда получаем sin

2
"

А _ а

2
"

2Л/Ьс~
п

. А . В . С
^

а Ь с 1
Следовательно, sin -^г sin

— sin -т-<^—т= т= т=
=

-г .

222 2Л[Ьс^ 2Л[ас 2Л[аЬ 8
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причем равенство достигается тогда и только тогда, когда

а = Ь = с.

Решение 3. Известна формула, выражающая расстояние
между центрами вписанной и описанной окружностей
треугольника: см. задачу 287). Отсюда немедленно

вытекает неравенство R (R— 2л)^0, поэтому R^2r.
Равенство имеет место только тогда, когда центры вписанной

и описанной окружностей совпадают, т. е. в случае
равностороннего треугольника.

Пример 10. Доказать, что для углов любого треугольника
ЛВС имеют место неравенства:

1) sin2 Л + sin2 В + sin2 С ^
4

2) sin ,4+sin β + sin С

9_.
4

'

зУз"

sin A sin В sin С

причем неравенства обращаются в равенства тогда и только

тогда, когда треугольник ЛВС равносторонний.
Решение. В силу формулы a = 2R sin Л неравенство 1

равносильно неравенству а2-{-b -\-с'2^.9R2 (см. задачу 288).
Приведем тригонометрическое доказательство неравенства 1.

Для любого треугольника ЛВС справедливо тождество

sin2 Л + sin2 В + sin2 С = 2+ 2 cos Л cos В cos С.

Следовательно, достаточно доказать, что

cos A cos В cos C^— .

о

Не нарушая общности, можно считать, что Z./1>ZS>ZC.
Преобразуем произведение двух косинусов в сумму. Учитывая,
что cos (А -\-В)=—cos С и cos (Л — β)^1, получаем:

cos A cos В cos C=— [cos (Л — β) —cos С] cos C^
1 1 '

<;— (1 —cos С) cos С^— .

Ясно, что равенство достигается только тогда, когда ^Л =

= Ζβ и 1— cosC = cosC, т. е. cos С =| и ZC= 60°.

Значит, равенство имеет место только для равностороннего

треугольника ABC.

Используя неравенство 1 и ..неравенство между средним

арифметическим и средним квадратичным трех положительных

чисел, получаем:
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Наконец, в силу неравенства (a-\-b-\-c)(—\- — -\- — )^9 и

неравенства 2 получаем:

1.1.1 - 9
+——>- ~ :—>2Д/3"·

sin Л sin β sin С sin A -\- sin В + sin С

Задачи

418. Докажите, что для любого треугольника ЛВС

справедливо неравенство ha^.'\jp(p— а).
419. Докажите, что для любого треугольника ЛВС имеют

место неравенства:

1) /„<V^7cosy=Vp(p-a); 2) та^р(р-а).
В каком случае эти неравенства обращаются в равенства?
420. Докажите, что для любого треугольника ЛВС

a^2haig^, a>2/fltgy·

421. Докажите, что для любого треугольника ЛВС имеют

место неравенства

9г<Лв + Л» + Лс</в + /6 + 'с<рУз<гв + г6 + ге = г+.4/?<|/?.
В каком случае каждое из этих неравенств обращается в

равенство?

422. Докажите, что если а^Ь, то та^.ть, и, обратно, если

та^.ть, то а^Ь.

423. Докажите, что для любого треугольника ЛВС имеют

9
место неравенства 9r^ma-\-mb-\-mc^.— R.

В каких случаях эти неравенства обращаются в равенства?
424. Докажите, что если а>Ь, то tna-\- — <Z.mb-\-—.

425. Докажите, что для любого треугольника ЛВС

причем каждое из этих неравенств обращается в равенство
только для равностороннего треугольника.

426. а) Докажите, что из всех треугольников данного

периметра наибольшую площадь имеет равносторонний треугольник.
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б) Докажите, что из всех треугольников, вписанных в данную

окружность, наибольшую площадь имеет равносторонний
треугольник.

427. Докажите, что для любого треугольника ЛВС

ab + bc + ca^4S^,
где равенство имеет место лишь в том случае, когда а = Ь = с.

ΑΤΑ

428. а) Докажите, что если стороны треугольника ABC

удовлетворяют равенству а2Н-62 = 2б;2, то ZC^60°.
б) Стороны треугольника ABC связаны соотношением а2-\-

п ]

-\-Ь2 = пс2, где п>\. Докажите, что cosC^ .

429. Докажите, что если —и—==—- то ZC^120°.
и

'
b Л,

^

430. Докажите, что если — 4-—=—, то ZC^120°.
а о тс

ΑΤΑ

431. Докажите, что для углов любого треугольника ABC

имеют место зависимости:

1) sin2 A 4- sin2 В 4- sin2 C = 2 + 2 cos A cos В cos C<|;
A R С \

2) cos A 4-cos β 4-cos С— 1=4 sinysinysiny^— ;

η \ · л ι · г» ι · /-ι л

' А В С _.
3 V3

3) sin/14-sinu4-sinC= 4 cos
γ

cos
γ

cos y<:—τ— .

В каком случае каждое из этих неравенств обращается в

равенство?
432. Докажите, что для углов любого треугольника ABC

имеют место неравенства

ctg^+ctg£ + ctgC>i(ctgA+ ctg4 + clgf) =
={ctgyctgyctgy>tgT+ tgT-Htg|->V3"·

В каком случае эти неравенства обращаются в равенства?
433. Докажите, что для углов остроугольного треугольника

ABC справедливы неравенства

tg A 4- tg В 4- tg С >3 (ctg A 4- ctg В 4- ctg С)>3 Л/3~·

434. Докажите, что для всякого треугольника ABC

a2 + b2 + c2-{a-bf-{b-cf-{c-af^4S^,
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где равенство имеет место, лишь если треугольник ЛВС

равносторонний.
435. Докажите, что для углов треугольника ЛВС и любых

положительных чисел х, у, ζ справедливо неравенство

х2 + У2 + -г2 ^2#2 cos Л + 2zx cos В -\- 2ху cos С.

При каком условии достигается равенство?

ΑΤΑ

436. Докажите, что для любой точки О, лежащей внутри
треугольника ЛВС с периметром 2р, справедливо неравенство

ОЛ cos ~-\-OB cos γ-\-0€ cos -w^p.

В каком случае это неравенство обращается в равенство?
437. Расстояния от произвольной внутренней точки О

треугольника до его вершин А, В и С равны соответственно Ru R2,
R:i; расстояния до его сторон ВС, СА, АВ равны л,, г2, гл.
Докажите, что /?, -\-R2-\-R-^2 (л, -\-r2-\-r3), где равенство имеет место

только для равностороннего треугольника и его центра
(неравенство Эрдеша — Морделла).

§ 5. ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ЛИНИИ

И ТОЧКИ ТРЕУГОЛЬНИКА

В предыдущих задачах уже встречались самые известные

линии и точки, связанные с треугольником: окружность, описанная

около треугольника, и ее центр, точка пересечения медиан

(центроид), точка пересечения высот треугольника (ортоцентр) и

некоторые другие.
Свойства треугольника были хорошо изучены еще древними

греками. Тем не менее и позднее в геометрии треугольника было

открыто много любопытных фактов. Знаменитый математик

Леонард Эйлер (1707—1783) обнаружил, что три замечательные

точки треугольника
—

центроид М, ортоцентр Η и центр О

описанной окружности
— лежат на одной прямой, причем

ОМ= 2МИ.

Кроме указанных точек, существуют и другие замечательные

точки треугольника. Известный итальянский физик и математик

Торричелли (1608—1647) в сочинении «О максимумах и

минимумах» впервые рассмотрел точку с наименьшей суммой
расстояний до вершин треугольника. По его имени она названа точкой

Торричелли. В 1873 г. французский математик Э. Лемуан
исследовал свойства точки, сумма квадратов расстояний от которой
до сторон треугольника является наименьшей. Эту точку теперь
называют точкой Лемуана.
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В настоящем параграфе содержатся задачи о замечательных

линиях и точках, связанных с треугольником. По своему
содержанию задачи разбиты на ряд циклов. Так, в задачах 438—
448 речь идет о свойствах высот и биссектрис треугольника,
а в задачах 449—456—о свойствах медиан.

Задачи одного цикла лучше всего решать подряд, так как

первые задачи, как правило, более легкие и полученные
результаты могут быть использованы при решении последующих задач.

Применяя различные средства алгебры, геометрии и

тригонометрии, следует стремиться отыскать наиболее простое и

красивое решение каждой задачи.

Задачи

438. Высоты непрямоугольного треугольника ЛВС

пересекаются в точке Н. Докажите, что каждую из точек А, В, С, Η
можно рассматривать как ортоцентр треугольника с вершинами
в трех других точках, при этом один из треугольников ABC,

АВН, ВСН и САН остроугольный, а остальные три
—

тупоугольные.
439. В остроугольном треугольнике ЛВС высоты Л/4,, ββ,

и СС, пересекаются в точке Н. Докажите, что ортоцентр Η

треугольника является центром окружности, вписанной в

треугольник Л|б|С|.
Изменится ли результат, если ЛВС — тупоугольный

треугольник?
440. Точка Η — ортоцентр непрямоугольного треугольника

ЛВС. Докажите, что окружности, описанные около

треугольников ЛВС, АВН, ВСН и САН, равны между собой.

441. Докажите, что середины трех сторон, основания трех
высот треугольника и середины трех отрезков, соединяющих

ортоцентр с вершинами треугольника, лежат на одной окружности
(окружность девяти точек).

442. Докажите, что центр окружности девяти точек есть

середина отрезка, соединяющего ортоцентр треугольника с центром
описанной около него окружности.

443. Высоты АА\, ВВи ССХ остроугольного треугольника ЛВС

при продолжении пересекают окружность, описанную около

треугольника, соответственно в точках А', В', С Докажите, что

треугольник А'В'С гомотетичен треугольнику А\ВХСХ с

коэффициентом k = 2 и ортоцентр Η треугольника ЛВС является центром

окружности, вписанной в треугольник А'В'С.
444. Биссектрисы углов Л, В, С треугольника ЛВС

пересекают описанную окружность соответственно в точках А', В', С
Докажите, что точка пересечения биссектрис треугольника ЛВС

является ортоцентром треугольника А'В'С
445. Постройте треугольник ЛВС, зная положение трех точек,

являющихся основаниями его высот.
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44.6. Постройте треугольник, зная три точки, в которых
биссектрисы углов треугольника пересекают описанную около него

окружность.
447. В треугольнике ЛВС проведены высоты ААК и BBV

Докажите, что окружность, описанная около треугольника АХВХС,
и окружность с диаметром АВ пересекаются под прямым углом.

448. Биссектрисы углов А, В, С неравностороннего
треугольника ABC пересекают описанную около треугольника
окружность в точках Л,, Вь С,. Докажите, что периметр и площадь

треугольника /4|б,С, соответственно больше периметра и площади

треугольника ABC.

ΑΤΑ

449. Медианы ААХ и ВВ{ треугольника ABC
перпендикулярны. Найдите зависимость для сторон a, b и с треугольника.

450. Стороны треугольника ABC связаны соотношением а2-\-
-\-Ь2 = Ъс2. Докажите, что:

1) ml + m\ = m2e\ 2) mr = |c; 3) clg A + clg В =ictg С.

451. Постройте треугольник ABC, если даны стороны ВС = а,

АС=Ь и известно, что медианы, проведенные из вершин А и В,
перпендикулярны.

452. Медиана CD образует со стороной АВ острый угол

ε. Докажите, что clg t-=— |ctg A — ctg B\.

453. Найдите зависимость между сторонами a, b и с

треугольника ABC, если треугольник /4,S,С,, составленный из медиан

данного треугольника, подобен ему.
454. Стороны треугольника ABC связаны соотношением а2-\-

-\-Ь2 = 2с2. Докажите, что:

1)—=—=—=^-; 2) ctg A + clg В = 2 clg С.

455. Окружность, проведенная через вершину С и середины

сторон АС и ВС треугольника ABC, проходит через центроид
треугольника. Докажите, что между сторонами этого треугольника

имеет место зависимость а2-\-Ь2 = 2с2.

Сформулируйте и докажите обратную теорему.
456. Медианы треугольника ABC пересекаются в точке М.

Докажите, что Z.ABM = /LBCM тогда и только тогда, когда

стороны треугольника связаны соотношением а2-\-Ь2 = 2с2.

ΑΤΑ

457. а) Докажите, что центр окружности, вписанной в

третьи и к ABC, д(

тая от вершины.

угольник ABC, делит биссектрису угла С в отношении ,
счи-
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б) Биссектрисы АК и BL треугольника ЛВС пересекаются

в точке О. Известно, что -^
= 2 и ——= 3. Найдите отношение

UK UL

длин сторон треугольника.
458. Стороны треугольника образуют арифметическую

прогрессию. Докажите, что центр окружности, вписанной в

треугольник, вершина среднего по величине угла и середины сторон,
выходящих из этой вершины, лежат на одной окружности. Верно
ли обратное утверждение?

459. Найдите зависимость между сторонами a, b и с

треугольника ЛВС, если прямая, проходящая через центр вписанной

окружности и центроид, параллельна стороне ЛВ.

460. Стороны треугольника ЛВС образуют арифметическую
π

a + b
прогрессию. Докажите, что если с = —-— то:

\)r = ±he; 2)ctg4+ctg.|= 2ctg£; 3) clg £ ctg |= 3.

ΑΤΑ

461. а) На стороне ЛВ треугольника ЛВС найдите точку, для

которой сумма расстояний до сторон ВС и /1С является

наименьшей.

б) Внутри или на границе треугольника найдите точку, для

которой сумма расстояний от нее до сторон треугольника
является наименьшей.

462. Докажите, что сумма расстояний от центра окружности,
описанной около нетупоугольного треугольника, до его сторон
равна сумме радиусов вписанной и описанной окружностей
(теорема Карно).

463. Докажите, что если ha — наибольшая высота

нетупоугольного треугольника ЛВС, то R-\-r^.ha.
464. Докажите, что для нету ноу гол ьного треугольника ЛВС

выполняется неравенство 2 (R-\-r)^.λ]а2-\-b2-\-с2.
При каком условии это неравенство обращается в равенство?

ΑΤΑ

465. Из вершины прямого угла С прямоугольного
треугольника ЛВС проведены медиана СМ и высота СН. Докажите, что

^ЛСМ=^ВСН.
466. В треугольнике ЛВС проведена медиана СМ и на

стороне ЛВ построена точка Ν, такая, что АЛСМ= /LBCN.

Докажите, что точка N делит сторону ЛВ на части, пропорциональные

квадратам прилежащих сторон. Верно ли обратное
утверждение?

467. Известны стороны a, b и с треугольника ЛВС. На сторо-
AN Ь2

не ЛВ построена точка N, такая, что -Т75" = —» ■ Найдите длины от-
Na сг
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резков AN, BN и CN. (Отрезок CN называется симедианой

треугольника ABC.)
468. Докажите, что симедианы треугольника пересекаются

в одной точке, расстояния от которой до сторон треугольника

пропорциональны этим сторонам (точка Лемуана).
469. а) Докажите, что точка Лемуана треугольника ABC де-

п
а2 + Ь2

лит симедиану, проведенную из вершины С, в отношении —т2—,

считая от вершины С.

б) Докажите, что в прямоугольном треугольнике точка

Лемуана есть середина высоты, проведенной из вершины прямого

угла.
470. На стороне АВ треугольника ABC найдите точку, для

которой сумма квадратов расстояний до сторон ВС и АС
наименьшая.

471. Внутри треугольника найдите точку, для которой сумма

квадратов расстояний от нее до сторон треугольника
наименьшая.

ΑΤΑ

472. а) На стороне АВ треугольника ABC найдите точку, для

которой сумма квадратов расстояний до вершин треугольника
наименьшая.

б) В плоскости треугольника найдите точку, сумма
квадратов расстояний от которой до вершин данного треугольника
наименьшая.

ΑΤΑ

473. На сторонах треугольника ABC вне его построены
равносторонние треугольники ВСАХ, САВХ, АВС{. Докажите, что

окружности, описанные около этих треугольников, пересекаются
в одной точке Ρ и прямые ААХ, ВВ{, ССХ проходят через эту же

точку Р.

474. а) Докажите, что если больший угол треугольника
меньше 120°, то наименьшую сумму расстояний до вершин
треугольника имеет та точка внутри треугольника, из которой стороны

треугольника видны под равными углами (точка Торричелли).
б) Докажите, что если один из углов треугольника равен

120° или больше его, то точка плоскости треугольника, для

которой сумма расстояний до вершин наименьшая, совпадает с

вершиной этого угла.
475. Выразите сумму расстояний от точки Торричелли

треугольника ABC через длины а, Ъ, с сторон треугольника, если все

углы треугольника меньше 120°.
476. Докажите, что расстояния kx, k2 и k3 от произвольной

точки, взятой в плоскости треугольника ABC, до его вершин

удовлетворяют неравенству /г, + /г2 + ^з^Л[ЗЬс при условии, что
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ΑΤΑ

477. Дан треугольник ABC, углы которого равны α, β и γ. Ha

сторонах треугольника вне его построены треугольники ВСАи
САВЬ АВСЬ подобные треугольнику ABC, причем /LABC\ —
= АСВАх=а, ABCAl=/LACBl = ^, Z G4fi, = Ζ ΒΑ С, =γ.
Докажите, что окружности, описанные около треугольников ВСАи
САВ}, АВСи пересекаются в одной точке N, через которую
проходят и прямые Л/4,, ββ, и СС]Ш

478. Внутри треугольника ABC постройте точку N так, чтобы
ANAB = ANBC= ANCA (точка Брокара).

479. а) Докажите, что если N — точка треугольника ABC,
для которой /LNAB= /LNBC= ANCA=y, то ctg (p = clg Л+
+ ctgfi + ctgC.

б) Докажите, что если ABC — треугольник, в котором ZLC =

= 90°, то tg(p = -^.
Постройте точку Брокара в прямоугольном треугольнике.

ΑΤΑ

480. Ортоцентр Η треугольника ABC делит высоту СС}
пополам. Докажите, что tgЛ·tgβ = 2.

481. Медиана ААЬ биссектриса ββ, и высота СС}
треугольника ABC пересекаются в одной точке, которая делит высоту СС^
в отношении 3:1, считая от вершины С. Докажите, что медиана

/1Л| и биссектриса ββ, треугольника перпендикулярны.
482. Найдите зависимость между углами треугольника ABC,

если его медиана ААи биссектриса ββ, и высота СС^
пересекаются в одной точке.

§ 6. ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК И ОКРУЖНОСТИ

Основные соотношения между элементами прямоугольного
треугольника были рассмотрены в главе III (задачи 152—157,
167—169). В задачах этого параграфа раскрываются интересные
свойства комбинации прямоугольного треугольника и связанных

с ним окружностей.

Задачи

483. Из вершины С прямого угла прямоугольного
треугольника ABC проведена высота CD; DE и DF — биссектрисы
треугольников ACD и BCD. Докажите, что:

1) треугольники DEF и ЛвС'подобны;
2) CE = CF, EF = CL, где CL — биссектриса

треугольника ABC;
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3) площадь треугольника CEF не больше — площади

треугольника ABC.

484. В прямоугольном треугольнике ABC из вершины С
прямого угла проведена высота CD. Радиусы окружностей,
вписанных в треугольники ABC, ACD и BCD, равны соответственно г,

гх, г2 и CD = h. Докажите, что:

1) r] + r\ = r\
2) r + r,+r2 = A.

485. Из вершины С прямого угла прямоугольного
треугольника ABC проведена высота CD. Прямая, проходящая через
центры О, и 02 окружностей, вписанных в треугольники ACD
и BCD, пересекает катеты АС и ВС соответственно в точках

К и L. Общая внешняя касательная к этим окружностям
пересекает катеты АС и ВС в точках Μ и Ν, а высоту CD в точке Н.

Докажите, что:

1) треугольники CMN и ABC подобны;

2) треугольник CKL прямоугольный равнобедренный;
3) точки С, Μ, N, О, и 0.2 лежат на одной окружности с

центром Н, радиус которой равен радиусу вписанной окружности
треугольника ABC.

486. На полуокружности с диаметром АВ взята

произвольная точка С и к диаметру проведен перпендикуляр CD. В

криволинейные треугольники ACD и BCD вписаны окружности с

центрами О, и 02, касающиеся диаметра АВ соответственно в точках

Ε и F. Точка S — середина отрезка 0\02- Докажите, что:

1) радиус окружности, вписанной в треугольник ABC, равен
полусумме радиусов окружностей, вписанных в криволинейные
треугольники ABD и BCD;

2) СЕ и CF — биссектрисы углов ACD и BCD;
3) SC = SE= SF;
4) S — центр окружности, вписанной в треугольник ABC;

5) окружности, описанные около треугольников АСЕ и BCF,
проходят через точку S.

487. Окружность касается катетов прямоугольного
треугольника и описанной около него окружности. Докажите, что ее

радиус вдвое больше радиуса окружности, вписанной в

треугольник.
488. В окружность вписан прямоугольный треугольник ABC

с прямым углом С. Касательная к окружности в точке С
пересекает прямую АВ в точке N. Докажите, что если Μ — проекция
вершины С на прямую АВ, то ΑΜ:ΜΒ =ΑΝ:ΝΒ.

489. Окружность радиуса /?, проходит через вершины
А и В острых углов прямоугольного треугольника ABC и через

центр вписанной в него окружности. Докажите, что /?, = /? у2,
где R — радиус окружности, описанной около

треугольника ABC.
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490. В прямоугольный треугольник вписаны две равные

окружности так, что они касаются друг друга, причем каждая из

них касается гипотенузы и одного из катетов. Докажите, что л^

<;р γ2 , где г—радиус окружности, вписанной в треугольник,

ρ
—

радиус каждой из равных окружностей.

§ 7. ТРЕУГОЛЬНИК, ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК
И ОКРУЖНОСТЬ

В предлагаемых задачах речь идет о треугольнике и

окружности, расположенных различным образом. Кроме того, данный

параграф содержит близкие им по содержанию задачи о

комбинации четырехугольника и окружности. Для решения задач

используются свойства вписанных и центральных углов, свойства

секущей и касательной к окружности и некоторые другие
сведения из геометрии.

Задачи

491. Окружность, построенная на стороне АВ треугольника
ЛВС как на диаметре, пересекает стороны ВС и АС в точках

Μ и /V так, что -7777
=

77 и Т7тг=-^-· Вычислите углытреугольнике 2 /VC 3 j τ j

ка ABC.
492. Окружность, построенная на отрезке АВ треугольника

ABC как на диаметре, проходит через середину Μ стороны ВС

и пересекает сторону АС в точке N так, что AN =— АС. Найдите
О

MN, если ΑΒ=Λβ.
493. Продолжения высот ААХ и ВВХ остроугольного

треугольника ABC пересекают описанную около него окружность
радиуса R в точках Ρ и Q. Найдите PQ, если /? = 5 и Лб = 8.

ΑΤΑ

494. Продолжения медиан АЕ и BF равнобедренного
треугольника ABC с основанием АВ пересекают описанную около

4
него окружность в точках Л, и Ви Известно, что Α{Β]=Ίγ АВ.

Найдите углы треугольника.
495. Медианы АЕ и BF треугольника ABC при продолжении

пересекают описанную окружность соответственно в точках Л,
и β,. Известно, что ААХ = ВВХ. Докажите, что либо треугольник
ABC равнобедренный, либо его стороны а, Ь, с связаны соотно-

4 4 2l2 ι 1.4
шением с =а — ао -\-о .

496. В окружность радиуса R вписан равнобедренный
треугольник. Найдите длины медиан треугольника, если известно,

что сумма всех трех медиан равна 4/?.
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497. Медиана треугольника ABC, проведенная из вершины С,

равна радиусу описанной окружности. Докажите, что либо

Z.C= 90°, либо углы треугольника связаны зависимостью

tgA.tgB=-\.

ΑΤΑ

498. В треугольнике ЛВС проведены биссектрисы AM и BN,
пересекающиеся в точке О. Вершина С лежит на окружности,
проходящей через точки О, М, N. Найдите ОМ и ON,
если ΜΝ =λβ.

499. Окружность, построенная на высоте CD остроугольного
треугольника ABC как на диаметре, проходит через середину

Μ стороны ВС и пересекает сторону А С в точке N так, что
-77г"
=

Т ·

Найдите ΜΝ и угол С треугольника ABC, если АВ = 4.
500. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием АВ

проведены биссектрисы AM, BN и CL. Известно, что вершина
С лежит на окружности, описанной около треугольника LMN.

Найдите ВС, если А В = 8.

501. Окружность радиуса R проходит через вершину С

равнобедренного треугольника ABC, касается основания АВ в точке

А и пересекает сторону ВС в точке D. Найдите АС и

АВ, если
-у-тг
= 3.

502. В треугольнике ABC проведена биссектриса АР.
Известно, что центр окружности, описанной около треугольника АВР,
лежит на отрезке АС. Найдите радиус этой окружности и

сторону ВС, если АС = Ь и АВ = с.

503. Прямая, проходящая через вершину С равнобедренного
треугольника ABC, пересекает основание АВ в точке D. В

треугольниках A CD и BCD проведены биссектрисы СЕ и CF.

Найдите радиус окружности, описанной около треугольника CEF, если

ВС= а и CD = b.

504. В равнобедренный треугольник ABC с основанием АВ
вписана окружность. Точка О — центр окружности. Прямая АО

пересекает сторону ВС в точке М, причем /40=11 и ОМ =

= 9. Найдите углы треугольника и радиус окружности.
505. В равнобедренный треугольник ABC вписана

окружность. Касательная к окружности, параллельная стороне АС,

пересекает основание АВ в точке М, такой, что -тг7г=-7г· Найдитег MB ά

стороны треугольника ABC, если радиус окружности равен 3.

506. Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник
ABC с основанием АВ, касается стороны ВС в точке М. Отрезок
л кл м и - MN АВ ,

AM пересекает окружность в точке N. Найдите -jrr ,
если —= я.

/λ /ν оь
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507. Отрезок AD является биссектрисой прямоугольного

треугольника ЛВС с прямым углом С. Окружность, проходящая
через точки А, С, D, пересекает гипотенузу АВ в точке Μ так, что

-гтг
=

т- и DM = 6. Найдите катеты треугольника ABC.
АВ 5 r J

508. В окружность вписан треугольник ABC. Расстояния от

вершимы А и В до касательной к окружности в точке С равны
соответственно тип. Найдите высоту СН треугольника ABC.

509. В окружность радиуса R вписан треугольник ABC.

Расстояния от вершин Л и В до прямой, касающейся окружности
в точке С, равны соответственно т и п. Найдите АС и ВС.

510. Биссектриса угла С треугольника ABC пересекает

описанную около треугольника окружность в точке D. Угол С равен
120°. Докажите, что CD = CA + CB.

511. Окружность с центром в середине стороны АВ
выпуклого четырехугольника ABCD касается сторон ВС, CD и AD.

Найдите А В, если AD = a и ВС= Ь.

ΑΤΑ

512. Окружность с центром на диагонали АС равнобочной
трапеции ABCD касается боковой стороны AD и оснований

трапеции. Известно, что АС = АВ. Найдите острый угол трапеции.
513. Окружность с центром в точке пересечения диагоналей

трапеции ABCD касается меньшего основания CD и боковых

сторон. Найдите радиус окружности, если основания трапеции

равны 6 и 26.

514. Дан четырехугольник ABCD. Окружность с центром на

диагонали АС касается сторон АВ, AD и CD. Найдите радиус
этой окружности, если АВ = а, BC=CD = b и DA = d. Докажите,

что λ<Ξ—гт · При каком условии достигается равенство?
a-\-b r J г

ΑΤΑ

515. Около окружности радиуса R описана прямоугольная

трапеция с острым углом β. Найдите площадь трапеции.
516. Дана прямоугольная трапеция ABCD, в которой угол

В равен β. Окружность, центр которой лежит на основании АВ,
касается прямых ВС, CD и AD. Найдите площадь трапеции, если

радиус окружности равен R.
517. Около окружности описана трапеция, боковые стороны

которой при продолжении пересекаются под углом а. Основания

трапеции равны а и Ь (а> Ь). Найдите радиус окружности.
518. Окружность, вписанная в квадрат ABCD, касается его

стороны ВС в точке М. Отрезок AM пересекает окружность

в точке N. Найдите отношение.-ттг ·
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519. Равнобочная трапеция ABCD с большим основанием АВ
описана около окружности, которая касается стороны ВС в

точке М. Отрезок AM пересекает окружность в точке N. Найдите
АВ MN ,

отношение -^г, если -ттг
= к.

CD AN

ΑΤΑ

520. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Известно, что

/4β = 3, ВС = 5, CD = DA=7, BD = 8. Вычислите длину
диагонали АС. Докажите, что около четырехугольника ABCD можно

описать окружность, и найдите ее радиус.
521. а) Известны стороны четырехугольника ABCD,

вписанного в окружность: АВ = а, BC = b, CD = c, DA=d. Вычислите

его диагонали АС и BD.

б) В четырехугольнике ABCD, вписанном в окружность,
диагональ BD является биссектрисой угла В. Докажите, что BD2 =
= ab + с2.

522. Докажите, что произведение диагоналей

четырехугольника, вписанного в окружность, равно сумме произведений его

противоположных сторон (теорема Птолемея).
523. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника ABC

вне его построен квадрат. Точка О — центр квадрата. Докажите,

что лДС0 =АС + ВС.

524. В окружность вписан равнобедренный треугольник ABC

с основанием АВ. На дуге АВ, не содержащей точки С, взята

произвольная точка М. Докажите, что MA -\- MB = 2MC sin — .

525. Окружность с центром О на стороне АВ

четырехугольника ABCD касается трех других его сторон. Сумма
противоположных углов четырехугольника равна 180°. Докажите, что AD-\-
+ ВС = АВ.

526. Диагональ АС четырехугольника разбивает его на два

треугольника. Докажите, что если окружности, вписанные в

треугольники ABC и ACD, касаются между собой, то окружности,
вписанные в треугольники ABD и BCD, также касаются между
собой.

527. Диагональ вписанного в окружность четырехугольника
делит его на два треугольника. Докажите, что сумма радиусов

окружностей, вписанных в эти треугольники, не зависит от

выбора диагонали.

§ 8. КАСАЮЩИЕСЯ ОКРУЖНОСТИ

Как известно, две окружности могут иметь не более двух
общих точек. Если две окружности имеют лишь одну общую точку,
то их называют касающимися. Точка касания лежит на линии их

центров.
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Пусть R и г—радиусы окружностей, d — расстояние между
их центрами. Тогда d = R-\-r при внешнем касании окружностей.
Если же окружности касаются внутренним образом и R>r, то

d = /? — г. Верно и обратное предложение: если d = R-\-r или d =

= /? — г, то окружности касаются.

При решении задач данного параграфа следует построить
линию центров каждой пары касающихся окружностей, отметить

точки касания, если при этом окружность касается еще и

прямой, провести радиус в точку касания. Такое вспомогательное

построение обычно приводит к появлению на чертеже
прямоугольного треугольника или трапеции, и задача сводится к

применению теоремы Пифагора или теоремы косинусов, как в

задачах 181, 182, 193, 194, 195 главы I. В более сложных задачах для

вычислений пользуются тригонометрией.

Задачи

528. Окружность, вписанная в полуокружность, касается ее

диаметра АВ в точке С. Найдите радиус этой окружности, если

ЛС = т и 5С = гс.

529. а) Точка О — середина отрезка АВ. По одну сторону от

прямой АВ построены полуокружности с диаметрами АВ, АО
и ОВ. Найдите радиус окружности, касающейся трех данных

полуокружностей, если AO = R.

б) Точка С лежит на отрезке АВ. По одну сторону от А В

построены полуокружности с диаметрами АВ, АС и СВ. Известно,
что AB = 2R, AC = 2x и СВ = 2у. Окружность радиуса г касается

всех трех полуокружностей. Докажите, что:

1) -+4-=-+-; 2) л<{/?.'
г R χ у

' 3

530. Дана полуокружность с диаметром АВ и центром О. На

отрезках АО и ОВ как на диаметрах построены две
полуокружности с центрами О, и 02, расположенные но ту же сторону от

прямой АВ, что и первая. Окружность с центром 03 касается

полуокружностей О и 0|, окружность с центром 04 касается

полуокружностей О и 02. Окружности Оъ и 04 касаются друг друга
внешним образом. Докажите, что 0\ΟΟ^Ού—параллелограмм.

ΑΤΑ

531. Круг разделен хордой на два сегмента, в каждый из

которых вписана окружность, касающаяся хорды в ее середине.

Кроме того, в эти сегменты вписано еще по одной окружности,
которые касаются соответственно первых двух. Докажите, что

радиусы этих окружностей'' равны.
532. В окружность радиуса R вписан треугольник ABC

и в каждый из образовавшихся"сегментов вписана окружность,
касающаяся хорды в ее середине. Докажите, что:
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1) /Ί+Γ2 + /-3 = /?—jr; 2) |/?<r1+r2 + /'3</?,

где л— радиус окружности, вписанной в треугольник ЛВС, а л,,

л2, л3—радиусы окружностей, вписанных в сегменты.

533. Окружность касается двух сторон треугольника ЛВС
в точках Μ и N и описанной около треугольника ЛВС

окружности. Докажите, что середина отрезка ΜΝ есть центр окружности,
вписанной в треугольник ABC.

534. Около треугольника описана окружность радиуса R.

Построены окружности радиусов /-,, л2, л3> каждая из которых
касается двух сторон треугольника и описанной окружности.
Докажите, что 4л<>| -\-r2-\-r.i^.2R, где г — радиус окружности,
вписанной в данный треугольник.

535. а) Окружность радиуса /?, касается продолжений
сторон ЛВ и А С треугольника ABC и описанной около пего окруж-

г

ности. Докажите, что /?| =—<L-r , где га— радиус вневиисанной
COS

2

окружности, касающейся стороны ВС треугольника ABC и

продолжений двух его других сторон.

б) Около треугольника описана окружность радиуса R.

Построены окружности радиусов /?,, R,2, /?3, каждая из которых
касается продолжений двух сторон треугольника и описанной

окружности. Докажите, что /?, -\-R2-\-R:i^6R.

ΑΤΑ

536. а) Три окружности, радиусы которых равны 1, 2 и 3,
касаются попарно внешним образом. Вычислите радиусы двух
окружностей, каждая из которых касается трех данных

окружностей.

б) Из вершин данного прямоугольного треугольника опишите

три окружности, касающиеся попарно внешним образом.
Постройте окружность, касающуюся каждой из этих окружностей
внутренним образом, и вычислите ее радиус, если катеты и

гипотенуза треугольника равны а, Ь и с.

537. а) Три окружности, радиусы которых равны а, Ь и с,

попарно касаются внешним образом. Докажите, что если

г—радиус четвертой окружности, внешне касающейся каждой из трех
данных, то

Вычислите радиус R окружности, касающейся каждой из

трех данных внутренним образом.
б) Докажите, что если центры А, В, С данных окружностей

являются вершинами треугольника с прямым углом С, то:

■>«=f;2) i+±=±.
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§ 9. КВАДРАТ, ПРЯМОУГОЛЬНИК И ТРЕУГОЛЬНИК

538. а) Дан квадрат ABCD. На сторонах ВС и CD квадрата
CN

выбраны точки Μ и Ν, такие, что ВМ = СМ и --тт- = 2. Докажите,

что Ζ MAN= 45°.

б) На сторонах ВС и CD квадрата ABCD взяты точки

Μ и N так, что тттг=т» тгк
= п· Докажите, что Ζ MAN= 45° тогда

/Wo /V L)

и только тогда, когда тп = 2.

539. а) Дан квадрат ABCD. Из произвольной точки Μ
стороны ВС проведена прямая, пересекающая сторону CD в точке N,
такой, что /-АМВ= /-AMN. Докажите, что ΔΜΑΝ= 45°.

б) Дан квадрат ABCD. На сторонах ВС и CD взяты

соответственно точки Μ и N так, что Ζ MAN= 45°. Докажите, что

ΔΑΜΒ=ΔΑΜΝ и Δ.ΑΝΩ=Δ.ΑΝΜ.
540. На сторонах 5С и CD квадрата ABCD взяты точки

Μ и N так, что периметр треугольника CMN равен половине

периметра квадрата. Докажите, что Ζ MAN = 45°. Сформулируйте
и докажите обратную теорему.

541. Из вершины А квадрата ABCD проведены два луча,

образующие между собой угол 45°. Один луч пересекает сторону
ВС в точке М, а диагональ BD в точке Р. Другой луч пересекает

сторону CD в точке N, а диагональ BD в точке Q. Докажите, что:

1) точки С, Μ, Ν, Ρ и Q лежат на одной окружности;
2) отрезок PQ делит треугольник ΑΜΝ на две фигуры равной

площади.

542. Точка К—середина стороны АВ равностороннего

треугольника ABC. На сторонах АС и ВС взяты точки Μ и N так,
что zyW/CiV = 60°. Докажите, что периметр треугольника MCN

равен половине периметра треугольника ABC.

543. Дан треугольник ABC. Окружность с центром О
касается его стороны АВ в точке К и продолжений сторон СА и СВ

соответственно в точках Μ и N. Прямая ΜΝ пересекает отрезки
АО и ВО в точках Ρ и Q. Докажите, что:

1) ΔΑΟΒ=^ ZMCW= 90°-|, где у=^С;

2) AB = AM-\-BN, периметр треугольника ABC равен 2СМ;

3) AQ и ВР—высоты треугольника АОВ;

4) PQ = AB sin 1.

544. В треугольник ABC вписана окружность с центром О,

которая касается его сторон АС и ВС соответственно в точках

Μ и N. Прямая ΜΝ пересекает прямые АО и ВО в точках

Ρ и Q. Докажите, что:

1) Ζ/4Ο5 = 90°+|, где у=^С;

2) AQ и ВР — высоты треугольника АОВ;

3) PQ = ABs\nl.
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ΑΤΑ

545. Дан квадрат ABCD. Через его вершину С проведена
прямая, пересекающая диагональ BD в точке К, а серединный
перпендикуляр к стороне ЛВ в точке М, лежащей внутри
квадрата. Найдите ^DCK, если ΔΑΚΒ=ΔΑΜΒ.

546. Дан квадрат ABCD. В плоскости квадрата взята точка

М, такая, что ВМ = СМ и /.АМВ = 75°. Найдите величину
угла ВМС.

547. Дан квадрат ABCD. На сторонах ВС и CD взяты точки

Μ и N так, что Δ.ΜΑΝ= АЬ°. Пользуясь одной линейкой,
проведите перпендикуляр АН к прямой ΜΝ.

548. В данный прямоугольник ABCD впишите

равносторонний треугольник AEF так, чтобы его вершины Ε и F лежали

соответственно на сторонах ВС и CD. При каком условии задача

разрешима?
549. В прямоугольник ABCD вписан равносторонний

треугольник AMN так, что вершины Μ и N лежат соответственно на

сторонах ВС и CD. Докажите, что площадь треугольника CMN

равна сумме площадей треугольников АВМ и ADN.
550. Диагонали четырехугольника ABCD перпендикулярны

и равны. Найдите его углы, если АВ=\, 6C= "\/2, CD=y3.

ΑΤΑ

551. В данный прямоугольник ABCD впишите

прямоугольный равнобедренный треугольник AMN с прямым углом /V так,
чтобы вершины Μ и N лежали соответственно на сторонах ВС

и CD. Найдите площадь четырехугольника ABMN, если ВС= Ь.

При каком условии задача разрешима?
552. В квадрат ABCD вписана окружность. Касательная

к окружности пересекает стороны ВС и CD соответственно в

точках Μ и N. Докажите, что площадь треугольника ΑΜΝ равна
—

площади квадрата.



ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

2. Ζ β = 45°, ZC= 90°, ЛС=1+Л/2"· Указание.

Постройте точку D, симметричную С относительно биссектрисы Л/О
Тогда DK=\ и Ζ/1^0 = 45°.

3. 6C=1+V3". ЛС= 3 + Уз~. 4· ΖΛ=60ο, ЛС= 2Л/3"-
5. . Указание. Постройте точку В', симметрич-

\!а2 + Ь2

ную В относительно высоты СН, и рассмотрите треугольник
АВ'С.

7. Пусть В' — точка, симметричная точке В относительно

прямой k. Точка пересечения отрезка АВ' и прямой k — искомая

точка С.

8. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 7.

10. Вершинами треугольника наименьшего периметра
являются основания высот данного треугольника.

11. 2d. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи
7 и установите, что наименьший периметр имеет

параллелограмм, вписанный в прямоугольник так, что его стороны
параллельны диагоналям прямоугольника.

12. 1 и УЗ. 13. 2,5. 14. 126 см2. 15. 150 см2, 42 см2.

16. 12 см. 17. 0<А<·^-.
19. Указание. Постройте точку N так, чтобы MN = AD.

Пусть отрезок MN пересекает сторону CD параллелограмма

в точке /С. Тогда параллельный перенос на вектор NK переводит

четырехугольник MCND в четырехугольник, вписанный в

данный параллелограмм.
20. Точка Ρ—центр параллелограмма. Указание.

Пусть точка /С лежит на стороне AD параллелограмма.

Перенесите параллелограмм KMCD на вектор КА и воспользуйтесь тем,
что сумма расстояний от любой точки, лежащей внутри
выпуклого четырехугольника, до его вершин не больше суммы
диагоналей четырехугольника.
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21. Указание. Пусть точки А а В лежат на сторонах KN
и KL данного четырехугольника KLMN. Перенесите прямую MN

параллельно на вектор АВ. Точка пересечения полученной
прямой и стороны LM четырехугольника есть искомая вершина
„ с

ΚΑ KB . МС MD .

С параллелограмма. Ьсли -ττ7
=

-^-Γ
= λ, то и —г

=
-г-г?

= λ.
h f AN BL CL DN

22. 66 см2. 23. 4Д 24. ^ACD> Δ BCD. 25. AC = 2, ВС = 4.

26. Указание. Примените симметрию относительно точки

О пересечения диагоналей четырехугольника ABCD.

27. Решение. Пусть в параллелограмм ABCD вписан

параллелограмм AxBxCyD^ и точка О — центр параллелограмма

/4|iJ,C|D|. Так как О — середина каждого из отрезков АХСХ и S,D,,
концы которых лежат на сторонах параллелограмма ABCD, то

прямые АВ и CD, а также прямые AD и ВС симметричны
относительно точки О. Значит, точка О является центром
симметрии параллелограмма ABCD.

28. Отрезок PQ (без концов), где Ρ и Q — точки,
симметричные точкам К и Μ относительно центра параллелограмма.

29. Постройте окружность, симметричную одной из данных

относительно точки пересечения окружностей.
30.—. Указание. Докажите, что шестиугольник имеет

центр симметрии.
32. Точка D — вершина параллелограмма ABCD.

34. 60°.

35. Указание. Примените поворот вокруг точки О на 60°.
36. Указание. Пусть О — центр правильного

шестиугольника. Тогда /С — середина радиуса ОС. Отрезок ОС поверните
вокруг точки А на 60°.

37. СМ=1, Z£MC=105°.

40. ΰΜ=λβ, АВ = Л/Т. 41. СМ=1+Л/3~. Z£MC= 30°.
42. 20°. Указание. Постройте образ М' точки Μ при

повороте вокруг точки С на 60° и рассмотрите треугольник
СММ'.

43. АС = Л1Ъ, ZSMC=135°, ^CMA=90°. Указание.

Пусть треугольник ABC ориентирован положительно. Поверните
треугольник АСМ вокруг точки С на 90° в положение BCD
и рассмотрите треугольник BDM.

44. ΒΜ=λβ, CM =~\J±.
46. /Ш = \/3", ЛС=1+УЗ~, Z/1MD = 750.

47. Указание. Поверните треугольник АВМ вокруг
точки А на 90°.

48. 45°.
49. Указание. Постройте точку D, симметричную С

относительно точки М. Применив поворот на 90°, совместите отрезок
CD с отрезком /4,5,.
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50. Указание. Поверните треугольник А2АВ вокруг

центра квадрата АСА]А2 на 90° так, чтобы отрезок А2А перешел
в отрезок АС, а точка В — в некоторую точку D. Докажите, что

DH — высота треугольника ABD, а прямые А2В и АВ2
перпендикулярны соответственно его сторонам AD и BD.

51. Указание. Воспользуйтесь тем, что МВ — МС и

Z5,MC|=90°, где Μ — середина стороны ВС (см. пример 7).
52. Указание. Примените поворот вокруг середины

диагонали данного четырехугольника на 90°.

54. 90°, 60°, 30°. Указание. Докажите, что композиция

F = R™°aRl(f°°оR1™' есть тождественное преобразование.
56. 40°, 40°, 100°. 57. 30°, 30°, 120°.
60. Решение. Пусть KLMN — данный параллелограмм.

Докажем, что композиция F четырех симметрии относительно

точек /С, L, Μ и N возвращает произвольную точку А плоскости

в исходное положение. Имеем:

Р DI8()°„D18()° D180° Dl8('° Τ Τ
r=HN °ΚΜ °Κι, °КК =/2ΜΝ°ΐ2ΤΕ-

А так как KL——ΜΝ, то F — тождественное преобразование.
Если точка В симметрична А относительно /С, точка С

симметрична В относительно L и ΰ симметрична С относительно М, то

ABCD — четырехугольник, середины сторон которого
—

вершины параллелограмма KLMN.
61. Указание. Воспользуйтесь тем, что композиция

нечетного числа центральных симметрии есть центральная

симметрия.

63. ^ с. 64. d sin β.

66. Указание. Воспользуйтесь подобием треугольников
ВСС, и НАС,.

69. Указание. Треугольники MAC и МСВ подобны.
73. Указание. Докажите, что стороны данного

треугольника ABC и касательные к вписанной в него окружности

ограничивают
центрально-симметричный шестиугольник, вершины Μ и К
которого лежат на стороне АВ (рис.
63). Пусть АМ = х, ВК = у, ΚΜ = ζ,

АВ = с. Тогда

_^|_ £ г_т_ У_ [ъ_ £
Г С

'
Г С

'

Г С

Учитывая, что x-\-y-\-z-=c, получаем:

74. 5 = (ν57+ν^+ν^)2·
75. -rfab. У к а з а н и е.

Докажите, что треугольники ABC и ACD ло-

Рис. 63 добны.
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76. ВС = л}3, Ζβ = 30°. Указание. Треугольники ABC

и A CD подобны.
77. Указание. Пусть точка М, принадлежащая стороне

CD прямоугольника ABCD, удовлетворяет условию задачи.

Тогда Ζ/4Λίβ = 90°. Высота ΜΝ прямоугольного треугольника
АМВ разбивает его на два треугольника, подобных треугольнику
АМВ и соответственно равных треугольникам ADM и ВСМ.

Отсюда следует, что точка Μ должна лежать на окружности,
построенной на отрезке АВ как на диаметре.

79. Указание. Пусть основания трапеции равны а и Ь.

Тогда длина отрезка, делящего трапецию па две подобные

трапеции, равна
80. Окружность с центром А радиуса ~\JAВ-АС (без точек

пересечения с прямой АВ).
81. Решение. Пусть диагонали трапеции ABCD

пересекаются в точке О, а продолжения боковых сторон AD и ВС —

в точке S. Середины, оснований АВ и CD обозначим че-

SD

рез Μ и N. Гомотетия с центром 5 и коэффициентом £=—-

переводит точки А, В, Μ соответственно в точки D, С, N.
Следовательно, центр гомотетии S и точки Μ и N принадлежат одной

прямой. Аналогично докажем, что точки О, Μ и N также

принадлежат одной прямой.
82. Указание. Убедитесь, что ΑΒΜΝ — трапеция, и

воспользуйтесь результатом задачи 81.

83. Центр гомотетии — точка пересечения медиан исходного

треугольника, коэффициент гомотетии k=—— .

84. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 83 и

докажите, что при гомотетии с центром Μ и коэффициентом
k=—— точка Η переходит в точку О.

85. | р.

87. Центр гомотетии — середина средней линии

четырехугольника ABCD, коэффициент гомотетии /г=—— .

О

88. Решение. Достаточно доказать, что AD = KF
(рис. 64). Середину Ρ стороны ВС соединим с точкой М. Тогда

МР\\АС (по свойству средней линии треугольника) и MPWKF.
КF

Треугольники С/С/7 и СМР гомотетичны, следовательно, -ттб"
=

CF
А так как МР =±АС и СР=±ВС, то KF =^-CF.СР 2 2

'

ВС

Треугольники AED и ABC также гомотетичны, поэтому

AD=£.DE=£.CF.
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Рис. 64 Рис. 65

Итак, AD = KF. Кроме
ADFK— параллелограмм.

89. Указами е. Докажите, что

90. Указание. Пусть ОА

того, ADWKF.

вр в г

Следовательно,

BQ
UP CF DQ

'

и ОВ — данные радиусы

окружности (точки А и В не диаметрально противоположны). На

продолжениях хорды АВ постройте точки С и D так, чтобы

отрезок CD делился точками Л и β на три равные части. Затем

примените гомотетию с центром О.

91. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 81 и

постройте середины оснований трапеции. Затем середину
каждого основания соедините с концами другого основания.

93. Решение. Пусть окружности ω и ω, радиусов R и Я{
пересекаются в точках А и В (рис. 65). Центрально-подобный

D

поворот с центром А, коэффициентом k=-^- и углом поворота

ср= ZC/4C| переводит диаметр АС окружности ω в диаметр Л С,
окружности о), и, значит, окружность ω в окружность ω{.

Пусть Μ — произвольная точка окружности ω и прямая MB

пересекает окружность о>| в точке /И,. Тогда /И, является

образом точки Μ при указанном преобразовании.
Действительно, треугольники /ИЛ/И, и С4С, подобны (углы /И и /И, одного

соответственно равны углам С и С, другого в силу теоремы
о вписанных углах). Поэтому ψ= Ζ /ИЛ/И, = Ζ. САС^ и

и АМ\ R\ τ

я=-ттг=—. Таким образом, при центрально-подобном повороте

Ηл* точка Μ окружности ω и ее образ М' принадлежат прямой,
проходящей через точку В.

94. 45°. Указание. Воспользуйтесь результатом
задачи 93.

96. Указание. Докажите, что существует центрально-
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подобный поворот, при котором
отрезок CD переходит в отрезок /04.

97. Решение. Середину N

отрезка BE соединим с точкой D (рис.
66). Применим поворот вокруг точки

Ε на 90° и гомотетию с тем же

центром и коэффициентом /г =—. При
этом центрально-подобном повороте

треугольник CDE переходит в

треугольник DBE, точки С и D перехо-
_. „ /BE DE ,\

дят в точки υ νι В \irp:=~F]7—iz)>
середина Μ отрезка DE—в точку
N — середину отрезка BE, т. е. отрезок СМ— в отрезок DN.

А так как при центрально-подобном повороте угол между
любым лучом и его образом равен углу поворота, то отрезки СМ

и DN перпендикулярны.

98. Указание. Примените центрально-подобный поворот,

при котором точки β и С переходят в точки Μ и Е. Докажите,
что угол между лучами ВС и ME равен углу BCD.

99. 30°, 30°, 120°.

100. АВАК=^АВК= у. Указание. Пусть ABC —
положительно ориентированный треугольник. Рассмотрите компо-

—,90°
-

k .Г^.ю'-шм"зицию центрально-подобных поворотов Р=ПК οΠκ,:'υ oR1
—

, гдеr r
А В К

k = cigy. Докажите, что F — тождественное преобразование.
Постройте образ точки К при композиции F.

101. Указание. Докажите, что Π
—

,
90°

к

Μ
гт*. 90° D|80° с

где * = clgv. Тогда R,80° (/() =/(, П*Л;
90°

(K) = L, nj'* (L)=K.
К

Треугольники KLM и KLN симметричны относительно прямой
KL и подобны треугольнику АСМ.

102.45°, 60°, 75°. Решение. Пусть треугольник ABC

ориентирован положительно (рис. 67, а). Рассмотрим
композицию центрально-подобных поворотов F =■ Π 3' ФзоП 2' Ф2оП '' Ф|, где

φ,= /LBMA, φ2 = Ζ/1 ЯС, φ3= ACNB, kx

N

AM

Μ

, k2
CP

, kt
BN

BM
' 2_

AP
' 'C:,—

CN
'

При первом центрально-подобном повороте с центром Μ
точка В переходит в точку А, при втором —точка А переходит в С,
при третьем — С переходит в В, значит, F(B)= B.
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Ν

Рис. 67 Μ
б)

Используя теорему синусов, получаем:

sin 30° sin 15° sin 45°
k\k»k% = -

Ί№2№3
sin 15° sin 45° sin 30°

= 1

Складывая углы поворота, находим, что φ, + 4Ja + (Рз ^ 360°.

Следовательно, F—тождественное преобразование.
Найдем углы треугольника MNP. Для этого последовательно

построим образы точки Μ при центрально-подобных поворотах,

входящих в композицию F. Имеем П^'ф| (УИ) = УИ. Построим
образ L точки Μ при втором центрально-подобном повороте:

Π 2' ч'2
(M) = L (рис. 67, б). Поскольку F— тождественное

преобразование, то F(M)= M и образ точки L при третьем

центрально-подобном повороте совпадает с точкой Μ:

Треугольники АСР и MLP подобны и ориентированы
одинаково. Точно так же BCN и MLN — подобные одинаково

ориентированные треугольники. Следовательно, Δ.ΝΜΡ =
= 30°+15° = 45°.

Величину угла ΜΡΝ можно вычислить, пользуясь теоремой
синусов. Но, если повторить те же рассуждения для тех же трех
подобий, взяв их центры в такой последовательности: Ρ, Ν, Μ,

сразу получим Ζ ΜΡΝ= 15° + 45° = 60°.
103. 2α, 2β, 2γ. 104. 45°.

105. Указание. Пусть ABCD — положительно

ориентированный четырехугольник, Ρ и Q —>·

центры равносторонних

треугольников, построенных на сторонах ВС и AD.

Докажите, что Ri20OR5, = R}?0,oRy = Rj80·, где О-середина диагонали

BD. Используйте теорему о композиции двух поворотов и

установите, что OMQ и ONΡ — подобные прямоугольные треугольники,
острые углы которых равны 30°

центрально-подобный поворот П0

и 60°. Далее докажите, что

переводит точки Ρ и Q
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соответственно в точки Λί и М. d

106. Указание. Установите,
что ^MNQ= ΔΝΜΡ= AMCQ.

107. Решение. Пусть
шестиугольник ABCDEF, вписанный в

окружность с центром О,
ориентирован положительно; треугольники
ОАВ, OCD и OEF равносторонние;

Е

Χ, Υ, Ζ — середины сторон ВС, DE,
AF (рис. 68).

Композиция двух поворотов Κ]χ1)"
и Ro°° равносильна одному повороту
на 240° вокруг точки L, в которой
пересекаются прямые XL и OL, об- Рис. 68

разующие с прямой ОХ углы,
соответственно равные 90° и 30°.

Аналогично R^R^R™", RjfoRf>°= R^°, |фИЧем
положения точек Μ и N определяются так же, как положение точки L.

Поворот Κ]χ°° переводит точку В в точку С, поворот R^"" —
точку С в точку D, а их композиция

—

точку В в точку

D, т. е. R?°°(B) = D. Аналогично #$r(D)= F и R2^{F)= B.

Τ
г- η гч240° гч 240" η 240°

аким образом, композиция г = Щ °КМ °KL оставляет точку
В на месте, и поскольку сумма углов поворота равна 720°, то

F является тождественным преобразованием.
Далее обычным образом устанавливаем, что LMN —

равносторонний треугольник. Центрально-подобный поворот Π
'

, где

k = , переводит треугольник XYZ в треугольник LMN,
cos 30°

значит, треугольник XYZ также является равносторонним.
110. Указание. Около четырехугольника CMHN опишите

окружность и установите, что /.CMN= Z.CHN' = Δ.Β.

111. б) Решение. Так как Ζ СМР = Ζ CNP= 90°, то

около четырехугольника MCNP можно описать окружность.
Обозначим /_АСВ=у. Так как СР — диаметр окружности, то

УИуУ= СР sin у. Следовательно, отрезок MN будет наименьшим,

когда отрезок СР наименьший, т. е. при условии, что СР —

высота треугольника.
112. Указание. Опишите около треугольника ABC

окружность. Продолжив отрезок СР до пересечения с

окружностью в точке D, докажите, что MN\\AB тогда и только тогда,

когда ACPN= ACDB. При этом ZCSD = 90° и CD — диаметр

окружности, а Р — точка пересечения CD со стороной АВ.
113. Указание. На отрезке-/!/? как на диаметре

постройте окружность и убедитесь, что она пройдет через точки

О и С. Установите, что /.АОС= /-АВС и поэтому при движении

треугольника ABC луч ОС все время образует с лучом ОА угол,
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равный углу В треугольника. Далее установите, что искомое

геометрическое место точек С есть отрезок С{С2, причем ОС{ =
= Л/2 и ОС2= АС, где АС—-меньший из катетов.

114. Указание. Около равнобочной трапеции ADCM

опишите окружность и убедитесь в том, что она пройдет и через

точку N. Докажите, что DM = DN и ΔΒΑΜ= ΔΒΟΝ= ZMD/V.
115. Указание. Треугольники ADN и ВСМ

равнобедренные. Так как Ζ DMN= Z/?CD = 90°, то точки С, D, Μ и N

лежат на одной окружности и Δ.ΑΟΝ'= /-ВСМ. Следовательно,

треугольники ADN и ВСМ подобны.
116. Указание. См. пример 2.
117. Указание. Постройте вспомогательные, окружности,

описанные около равносторонних треугольников ВСАЬ САВ1
и АВСидокажите, что они пересекаются в одной точке, через

которую проходят и все три прямые ААи ВВХ и ССУ
118. Указание. Пусть В и D — вершины тупых углов

четырехугольника ABCD. На отрезке АС как на диаметре
постройте окружность. Докажите, что точки В и D будут лежать

внутри этой окружности.
119. 30°, 60°, 90°. Решение. Около четырехугольника

BCFD, противоположные углы В и F которого прямые, можно

описать окружность (рис. 69). Отрезок CD — диаметр этой

окружности. Докажем, что она пройдет и через точку К.
Так как FK — медиана прямоугольного треугольника AFF\ то

FK = AK. Значит, треугольник AFK равносторонний и BCFK —

равнобокая трапеция. Окружность, описанная около трапеции
BCFK, совпадает с окружностью, описанной около

четырехугольника BCFD, поскольку эти четырехугольники имеют три общие

вершины. Остается заметить, что /LCKD= Ζ CFD = 90° и

Ζ CDK= Z Сб/( = 60° (по свойству вписанных углов,
опирающихся на одну и ту же дугу).

с

с

Рис. 69 Рис. 70
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120. Указание. Точка О — центр окружности, вписанной

в треугольник ABC, тогда /LAOB = 90° +— /_С. Воспользуйтесь
этим соотношением и докажите, что около четырехугольника
CEOF можно описать окружность.

121. 45° или 135°. Решение. Если угол С острый, то

основания #| и Н2 высот ЛЯ, и ВН2 треугольника ABC лежат на

сторонах ВС и АС или же одно основание лежит на стороне ВС,
а другое

— на продолжении АС (или наоборот). Если же /-С>
>90°, то Я, и #2 лежат на продолжениях ВС и АС.

Окружность, построенная на отрезке АВ как на диаметре,
проходит через точки Я, и Н2. Если ZC<90° (рис. 70), то

ZC = 90o-Z//,S//2= 90o-i Z//,M//2 = 45°.

Если же ZC>90°, то

ZC= 90°+Z//1fitf2 = 90o + l Z//,M//2=135°.

122. а) Указание. Пусть прямая АВ пересекает данную

прямую / в точке О, а искомая окружность касается / в

точке С. Тогда ОС2= ОА-ОВ. Постройте точку С и около

треугольника ABC опишите окружность.

б) Указание. Через точки Α π В проведите окружность,

касающуюся другой стороны угла. Точка касания — искомая

точка С.

123. а) Указание. Постройте точку С,, симметричную
С относительно точки А, и точку С2, симметричную С

относительно точки В. Затем постройте точки пересечения прямой С\С2
и окружности.

б) Решение. Около треугольника ABC опишем

окружность. Сначала будем считать, что точка Μ лежит на стороне
АВ, т. е. внутри окружности. Если хорда CD проходит через

точку М, то имеет место равенство CM-MD=AM-MB. Значит,
точка Μ удовлетворяет условию задачи тогда и только тогда,

когда Μ — середина отрезка CD. Остается воспользоваться

результатом задачи а).
Если точка Μ лежит на продолжении стороны АВ, то

выполняется равенство AM · ВМ = СМ2, где СМ — касательная

к окружности и С — точка касания. Обратно, если касательная

к окружности в точке С пересекает прямую АВ, то точка Μ их

пересечения искомая.

Задача не имеет решений лишь при условии, что АС= ВС

и Z,4C£<90o.
124. Указание. Пусть СИ — высота и СМ — медиана

треугольника ABC. Даны отрезок, равный биссектрисе CD
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треугольника, углы HCD и MCD. По этим данным элементам

сразу можно построить прямоугольные треугольники CHD
и СИМ.

Если около треугольника ЛВС описать окружность и

продолжить биссектрису CD треугольника до пересечения с

окружностью, то точка пересечения Ε — середина дуги АВ и поэтому
она лежит на перпендикуляре к стороне АВ, проходящем через
точку М.

Из этого анализа видно, как построить точку Ξ, а затем

и описанную окружность, которая пересечет прямую ИМ

в искомых точках А и В.

125. 70°. Указание. Точка В является центром
окружности, описанной около треугольника ACD.

127. 10°. Указание. Так как А ВАС = 30°, АВМС= 60°
и МВ = МС, то точка Μ — центр окружности, описанной около

треугольника ABC.

128. 70°. Указание. Постройте точку М, симметричную
О относительно стороны АВ. Докажите, что точка С является

центром окружности, описанной около треугольника АВМ,
и поэтому СМ = СВ. Установите, что треугольник ВОΜ

равносторонний и СО — биссектриса угла ВСМ.

129. 30°. Указание. Через середину стороны АВ

проведите к АВ перпендикуляр и постройте на нем точку О так, чтобы

/LABO= 15° и ZLОВС= 60°. Докажите, что О — центр описанной
около треугольника ABC окружности.

130. 15°. Указание. Пусть О — центр окружности,
описанной около треугольника ABC. Тогда ZL/4OZ?=120°,
ZL#OC = 90°. Докажите, что прямая ОС проходит через точку Р,

поэтому ААОР =Ж, а ААСР=\Ъ°.
131. Равнобедренный или прямоугольный. Решение.

Около треугольника ABC опишем окружность и продолжим
медиану СМ до пересечения с окружностью в точке D (рис. 71).
Тогда Z. BDC= /LA как вписанные углы, опирающиеся на одну
и ту же дугу. Сумма углов С и D треугольника BCD равна 90°,

поэтому Z.C#D = 90° и CD — диаметр окружности.
Возможны два случая:

а) Диаметр CD

перпендикулярен стороне АВ и является осью

симметрии треугольника ABC.

Значит, АС = ВС, т. е. треугольник ABC

равнобедренный.
б) Диаметр CD не

перпендикулярен АВ. Тогда точка Μ — центр

окружности, описанной около

треугольника ABC, и АВ — диаметр

окружности (см. пример 3). Значит,
ZL/4CB = 90° и треугольник ABC

прямоугольный.
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133. Указание. Пусть ABC — искомый прямоугольный
треугольник с гипотенузой АВ. Выпрямите ломаную ABC так,
чтобы точка В перешла в точку D, лежащую на продолжении
катета АС. Тогда AD = s, AB = c, Ζ D = 45°. Постройте
вспомогательный треугольник ABD, а затем точку С. Задача имеет

решение тогда и только тогда, когда с<5 <;с λ/2 .

134. Указание. Примените метод спрямления: постройте
вспомогательный прямоугольный треугольник, гипотенуза

которого равна р, а катет равен h{-\-h.2.

135.15°, 75°; S=-^. Решение. Пусть ABC—

прямоугольный треугольник с прямым углом С, в котором АВ =

= 2 и АС — бС = "\/2~. Отложим на катете АС отрезок CD,

равный катету ВС. Тогда BCD — равнобедренный
прямоугольный треугольник, Z6£)C = 45° и Z/4D6=135°. Кроме того,

АВ = 2 и /Ш = л/2.
Найдем острые углы треугольника ABD. Обозначим

Ζ/4ββ = β и, пользуясь теоремой синусов, составим пропорцию

sin β sin 135°

откуда sinp=]-, β = 30°. Значит, Z/4£C = 30° + 45° = 75°,

ΖΛ = 15°.

Теперь найдем площадь S треугольника.
Так как ВС= 2 sin 15° и ,4C = 2cosl50, то

S = 2 sin 15° cos 15° = sin 30°=]-.
136. АС= ВС= Л/3.
137. Указание. Сумма расстояний от любой точки

основания равнобедренного треугольника до боковых сторон

равна высоте, проведенной к боковой стороне.
138. Указание. На стороне АВ треугольника ABC

отложите отрезок АК, равный биссектрисе AD. Установите, что

BK=DK- Затем рассмотрите четырехугольник ACDK и

докажите, что D/C = CD.

139. Указание. На стороне АВ отложите отрезок АК,

равный AD. Докажите, что треугольник ADK равносторонний,
а треугольники CDK и ВСК равнобедренные.

140. Указание. Пусть О — центр окружности и отрезок

ОА2 пересекает диагональ /4,/14 в точке К- Докажите, что /!,/( =
= А{А2 и А4К=ОА4.

144. Указание. Треугольник АВ'С, дополнительный к

треугольнику ABC, равнобедренный. Так как В'Н = ВН и ЛС=

= АВ', то можно построить точку В', а затем точку С.
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146. Указание. Постройте треугольник АВ'С,
дополнительный к треугольнику ABC. Так как Z.y4C6' = 90°, то с'=

= AB' =2R=^a*+ b2.
147. ЙС= 6. Решение. Треугольник АВ'С, дополнительный

к треугольнику ABC, равнобедренный: Лб' = /4С = 4 (см.
пример 8). Равнобедренные треугольники АВ'С и ВСВ' имеют

общий угол В' при основаниях. Значит, они подобны. Обозначив
χ 9

бС = х, составим пропорцию у
= —

, откуда х = 6.

148. a) b2 = a(a + b), ~=^^- ; б) аН) =^^-R.
Указание. На продолжении стороны АВ за точку В постройте точку
А' так, чтобы А'С = АС = Ь. Докажите, что ВА' = а, и

воспользуйтесь подобием треугольников А'ВС и АСА'.
149. Указание. Постройте треугольник АВ'С,

дополнительный к треугольнику ABC, и установите, что Z.ACB' = 2/LB'.
150. Указание. Постройте треугольник А'ВС,

дополнительный к данному, как в задаче 148. Пользуясь теоремой
косинусов, выразите сторону А'В через а и Ь. Затем
воспользуйтесь соотношением, связывающим стороны дополнительных

треугольников А'ВС и ABC.
151. 2,4. Указание. Общая хорда окружностей является

высотой CD треугольника ABC.

154. Решение 1. Пусть окружность с центром О радиуса
г, вписанная в треугольник ABC, касается катетов ВС, АС
и гипотенузы АВ соответственно в точках Ах, Вх и С,.
Четырехугольник C/Ι,Οβ, является квадратом, поэтому САх = СВх = г.

Обозначив бС, = 5/4, = т и АС]^=АВ1 = п, имеем:

a = r-\-m, b = r-\-n, р = г-\-т-\-п.

Воспользуемся формулами 2S = ab, S = pr и найдем:

2S = (r-\-m)(r + n),
S = (r-\-m-\-n) г.

Вычтем из первого равенства второе и получим доказываемое
соотношение: S = mrc.

Решение 2. Воспользуемся тождеством (a — bf = c2— 4S.
Так как с = т-\-п и а — Ь = т — п, то (т — п) =(m-\-nf — 4S,
откуда S = mn.

155. r= c+y
+4S ,S<jc2. Если с=13 и S = 30, то г = 2.

156. Решение. Пусть ABC—прямоугольный
треугольник, АВ — его гипотенуза. При a<Cb согласно условию задачи
имеем: a = b — d, c = b-\-d, d>0.
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По теореме Пифагора (b-\-df = (b— df-\-b2, откуда b = Ad.

Итак, a = 3d> b = 4d, c = 5d; треугольники, удовлетворяющие
условию задачи, подобны треугольнику со сторонами 3, 4 и 5.

157. Прямоугольный треугольник, длины сторон которого
пропорциональны числам 3, 4 и 5.

159. a) hb = rb=\2.
б) Решение. Пусть hh = rb. Воспользуемся формулами

h —
2S

—

s

пь—у> rb-jzrj;·

Получим 7
=

^7Γι или 2p = 3b, откуда b =
а с

.

160. Решение. Пусть Μ — точка на биссектрисе BD

треугольника ABC и расстояния ее до сторон АВ и ВС равны х,
а расстояние до стороны АС равно у. Вычислим двумя
способами удвоенную площадь треугольника:

2S = bhh,
2S = (a + c)x + by = b(2x + y)t

ибо a-\-c = 2b. Отсюда 2x-\-y = hb.
162. Указание. Воспользуйтесь формулой

■ν(р — а){р — Ь)(р — с)

164. Прямоугольный.
166. Прямоугольный или равнобедренный. Указание.

Из данного соотношения выведите равенство

(a — b)(2S — ab) = 0.

167. Указание. Воспользуйтесь формулами задачи 153 и

неравенством а-\-Ь^.су2 (см. пример 2). Докажем первое из

неравенств.

Так как chc = 2pr, то ^=^-= 1 +^< 1 + л/2~.с г
ГС ί'

γ

168. Нельзя. Указание. Воспользуйтесь неравенством

л/2"-1

169. Существует.
170. Указание. Пусть х, у, ζ— расстояния от точки

М, расположенной внутри треугольника ABC, до его вершин А,
β и С. Установите, что c<.x-\-y<.a-\-b, a<.y-\-z<.b-\-c,
b<.z-\-x<.c-\-a, откуда р<. x-\-y + z<.2p.
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171. Точка пересечения диагоналей четырехугольника.
172. б) Выразите площадь треугольника ABC через длины

его сторон и расстояния от точки Μ до прямых ВС, СА и АВ.
173. б) Решение. Имеем:

a_ft + A._ftt = a-6+ 2s(i-I) =(e-6)(l-§).
Так как а — 6<0 и 2S^ab, то a-\-ha — (b-\-hb)^0. Равенство

достигается только при 2S = ab, т. е. для прямоугольного

треугольника ABC с прямым углом С.

174. Указание. Воспользуйтесь тождеством задачи

161 (3).
175. Указание. Воспользуйтесь неравенствами

тс<-(Ь + с) и та^-ть->-^с.

176. |.5
180. Указание. Пусть окружности, вписанные в

треугольники ABC и ADC, касаются диагонали АС соответственно

в точках Μ и N. Установите, что а-\-СМ = Ь-\-АМ и c-\-AN =
= d-\-CN. Затем сложите эти равенства почленно.

Точки Μ и N совпадают, если около четырехугольника ABCD
можно описать окружность.

181. Указание. Пусть окружности радиусов /?,, R2 и г ка-

саются прямой в точках Μ, N и /С. Установите, что MN' =

=2д/ад2, mk=<i^[r^ и κν=2λ^.
183. 72°. 184. 36°, 36°, 108°. 185. 5 см и 15 см или 8 см

и 12 см.

186. ВК= -г-,—, СК= -г-,— ; 4 и 3. Указание. Восполь-
Ь-\-с Ь-\- с

е- ВК. С

зуитесь свойством биссектрисы треугольника: тгкг=="/Г·

187. ρ— α, ρ— b, ρ — с. Решение. Пусть окружность,
вписанная в треугольник ABC, касается его сторон АВ, ВС и СА
соответственно в точках L, Μ и N. Отрезки касательных

к окружности, проведенных из одной точки, равны: AN=AL,
BL = BM, CM = CN. Обозначив AL = x, BM = y, CN = z,

составим систему уравнений '

'y + z = a,

' z-\-x = b,

откуда х
—

р
—

а, у = р
— b, z= p

— c.

Примечание. Если точки А, С, В, L считать вершинами

четырехугольника, описанного около окружности, то суммы его

противоположных сторон равны: AL-\-BC= BL-\-AC.
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188. AM = p
—

a, BM = p
— b. 189. -^-. 190.

2ab
1 '

/ι Ι /ια+ ft α + b

191. /Ю=-^-, BO=-^-r, \m — n\<a + b<m + n. При α =

= 5, 6 = 3, m = /i = 4 трапеция не существует, и задача решений
не имеет.

192. 2; 3. При Ь = сФр задача не имеет решений; при fr = c =

= р задача имеет бесконечное множество решений.

193. la. 194. i
о λ

195. —. Указание. Пусть в криволинейный треугольник

ВСМ вписана окружность с центром О. Обозначив через
χ радиус окружности, выразите двумя способами высоту ОН

треугольника АВО.
196. 3 см или 6 см. Решение. Пусть окружность,

вписанная в треугольник ABC, касается его сторон АС и ВС

соответственно в точках Μ и N. Отрезок DE касательной

к окружности, параллельный стороне АВ, отсекает от

треугольника ABC треугольник CDE, подобный данному. Стороны
подобных треугольников относятся как их периметры. Обозначив

л в
jc 18

/lD = jt, имеем: -х
=

-ъ—·z hcdi:

Поскольку отрезки касательных, проведенных к окружности
из одной точки, равны, то PCDr. = CM-\-CN = РЛВС — 2/1 В.

χ 18
Значит, 77

=
Т5—7г · или х —9л:-f- 18 = 0.

Ζ Ιο — 2.x

Откуда л:, = 3 и л:2 = 6.

;±V2 .Л „2

197. '*V2C-* . с<5<су2-.
198. с=— h + ^ti2 + s2; s^2^2 h. При s=12 и Л = 5 реше-

2

с= -

ний нет.

199. ~.

о

200. Указание. Пусть d— расстояние от центра
окружности до прямой, вершины А и В квадрата ABCD лежат на

прямой, две другие
— на окружности. Обозначив АВ = 2х, составьте

уравнение ох — Аах-\-а — R = 0, откуда х= !L-
.

5

Так как /? = 1, то d может принимать лишь значения

1 и 2. При d=l задача имеет одно решение: АВ =—. При d =

= 2 задача имеет два решения: /1β = 2 и /1β=—.
5

201. 6 или 8.
202. 4 или 12. Решение. Обозначим АВ = 2х. Тогда
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ΑΜ = ΒΝ — χ, CM = 8 — x. Так как треугольники ЛВС и CMN
2.x 8

подобны, то —= . Получаем уравнение г
— 8л:+12 = 0, где

0<л:<;8. Оба корня уравнения лг, = 2 и лг2 = 6 удовлетворяют
условию задачи.

203. 7 и 21 или 12 и 16. Указание. Пусть г—радиус
окружности, χ и у

— длины отрезков, на которые точка касания

из боковых сторон. Воспользуйтесьокружности делит одну
соотношением ху = г2.

204. 8 см или 6,4 см. 205.
p+V/>2-16r2

р~>Аг\ при /? = 4л

трапеция превращается в квадрат.
206. Решение. Пусть АВ — хорда данной окружности, из

центра О которой к АВ проведен перпендикуляр ОС (рис. 72).
Будем считать, что хорда АВ не является диаметром
окружности. Обозначив ОС = х, АС = ВС = у, составим систему
уравнений:

'х + 2# = а,

По смыслу задачи 0<.x<.R и R<Ca, поскольку R <.х-\- у<.а.
Исключив из системы у, получим уравнение

(a-xf

Х\,2 —

Это уравнение

:2Л/5/?2-а2

= R\ или 5л:2 — 2ах + а2 — 4R2 = 0.

имеет два действительных

когда 5/?2 —а2^0, или α<;/?"\/5~.

корня:

Итак, чтобы задача имела решение, необходимо выполнение

условий R<Zci^R V0· Остается потребовать, чтобы при
найденных ограничениях, налагаемых на параметры, выполнялись

неравенства 0<Cx-<.R.

Оба корня уравнения неравенству
x<.R удовлетворяют, так как не-

a±.2^5R*-a2
равенство </? равно-

5,

Рис. 72

сильно неравенству (a — Rf>0.
При a<C.2R свободный член

уравнения а2— 4/?2<0, поэтому
неравенство лг>0 выполняется лишь для

большего корня, меньший корень
отрицателен. При a = 2R меньший корень

уравнения равен 0. При 2R<.a^.R γ5
оба корня положительны (при
α = /?"γ5 корни совпадают).
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Таким образом, если R<.a^2R или α = /? γ5, то задача

имеет одно решение: расстояние от центра окружности до хорды

определяется формулой *= = . Если 2R<.a<.R γο ,

а±2Д/5/?2-«2 D
то задача имеет два решения: χ г= . В частности:

1,2 О

4 3

1) при a = 2R получаем: О С= -=■/?, AC=~R;

2) при а = /? у5 (наибольшее возможное значение а) имеем:

5 5

lga = 2, где a= Z.AOC, и хорду Лб легко построить.

207. -^—. 208. ^d2 sin 2a.
sin 2a ^

209. ЛС = 3, SC= 4, ZC= 90°. Указание. lgy= "J'

lgT="3· НаиДите tg—^—·
210. 45°.

211.
-j

Λ. Указание. Пусть /lfi=l, ZD4/( = a,

zLCfiK=fl Тогда α + β = 45°,
CM'-tgft C/V tg p

AID tg a
'
ND i_ tg β

212. Решение. Используя теорему синусов, получаем:

b sin й sin (Л + С) sin/I cos С + cos Л sin С _, ,
. .

.
_

—
= = = = cos С + c^g Л sm С,

а sin A sin A sin A

откуда иг вытекает доказываемое соотношение.

213. 45°; У2"·

215. mticig —. Решение. Пусть окружность, вписанная

в треугольник ABC, касается стороны АВ в точке /С. Обозначим

ВК= т и АК= п. Тогда с = т-\-п, а — Ь = т — п. Воспользуемся

соотношением c2 = (a — bf-\-4Stg— и получим:

{m + nf= {m-nf+ ASig±-.

с с
Отсюда следует, что m/i = Stg-^-, или S = mn ctg—.
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216. ^-j£, 0<d^~.

218. Указание. Воспользуйтесь формулами
л ft f

S = 2R2 sin/1 sin β sin С, p = AR cos
γ

cos ~ cos — .

219. Указание. Так как А ,Л4 = 2/? sin 54°, A{A2 =
= 2R sin 18°, то задача сводится к доказательству тождества

sin 54° —sin 18° = i.

220. Указание. Задача сводится к доказательству тож-

• 2 л ■ 2 π Ι

дества sin — — sm—=т ·

221. Указание. Задача сводится к доказательству тожде-
л . 3π . 5л I

ства cos — + cos —+ cos —=—

.

224. Указание. Пусть CL — биссектриса треугольника
ABC. Через точку L параллельно стороне АС проведите прямую,
пересекающую сторону ВС в точке N. Тогда LN = CN и CL =

= 2CN cos —. Докажите, что -Т7к
=~

. и выразите длину отрезка2 NB a
J

CN через длины сторон треугольника ABC.

226. Решение. Выразим биссектрисы треугольника через

его высоты и углы: /„ = ■=—— , 1Ь =В — С'" А —С
cos —-— cos

2
'

2

2S
'

2S
Тогда получим: ala = ^—^ , Ыь = j—^

.

cos —-— cos —-—

2 2

Следовательно, ala = blb тогда и только тогда, когда

В - С А-С
cos —-—= cos —-— .

Отсюда находим, что либо /LA = /LB, либо Z.B—/LC= Z.C —
— ΖΛ, т. е. 2ZC=Z/1+Zj5, ZC= 60°.

'

228. Указание. 1) Установите, ,μτο

, А . , В 0 , С 2с — а — Ь

ctgY+ ctg_—2clg__= _

.

229. Решение. Пусть О — центр окружности, вписанной
в треугольник ABC, D и Ε — середины сторон ВС и АС (рис. 73).
Введем обозначения: Ζ.Α =2α, ^Ζβ = 2β, /LC = 2y, ZODC= 6

и АОЕС= г.
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Согласно задаче 227 имеем:

ctg6 = ^(ctgp-ctgv),
ctge=-(ctga — ctgv).

Отсюда elg 6-|-clg ε = —(ctg a-t-

^-ctgli^ctgY).
Ho ctga + ctgp=y и clgv =

= -

, где ρ— полупериметр

треугольника ABC и г—радиус
вписанной окружности. Следовательно, Рис. 73

получаем:

clg() + ctge =
2с —а —Ь

2г

Отсюда следует, что если а-\-Ь = 2с, то 6 + е=180°, и, обратно,
если δ + β= 180°, то а-\-Ь = 2с, т. е. верно и требуемое
утверждение, и ему обратное.

230. Указание. Примените формулу площади

треугольника и теорему косинусов. Используя их, запишите два

равенства:

4S = 2a6sin B + 2cds\n D;
a2 + b2 — с2 — d2 = 2ab cos В — 2cd cos D.

Оба равенства возведите в квадрат и почленно сложите.

1) Если четырехугольник ABCD вписан в окружность, то

S2 = p(p — a) (p — b){p — c).

2) Если четырехугольник ABCD описан около окружности, то

S2 = abcd sin2—^— .

231. 15°; 75°. Указание. Обозначив через χ меньший

угол прямоугольного треугольника, составьте уравнение

sin χ cos х- {, 0°<*<45с

232. 30°.
233. 22,5°; 67,5°. Указание. Пусть χ—меньший угол

треугольника ABC, S, и S — площади треугольников CMN

и ABC. Установите, что

S, =— h2 sin 2x и S=
4 sin 2jc

, где /z = CD.
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234. 15°.

235. AC= 2, ΖΛ = 120°, Ζβ= 30°. Указание.
Обозначив величину угла В через х, выразите двумя способами длину
отрезка ВН и составьте уравнение

V3"ctg*= 2 + V3"tg*.

236. 3; 8. Указание. Пусть /LB = x, тогда

ctgx+ clg2x= -^-, 0?<л:<60о.

237. Ζ Λ =45°, Z£=ZC= 67,5°, CD=1. Указание.

Обозначив /L BCD = x, выразите высоту CD двумя способами

и составьте уравнение η ctg x= m tg 2х, откуда

tg л: = , cos2a: =
ш т —я

Полученная формула для вычисления cos 2* показывает, как

тот же результат можно получить геометрически. Если

построить точку К, симметричную В относительно прямой CD, до
СК — биссектриса треугольника ACD. Применив известное свой-

Л о
CD DK η

'

ство биссектрисы, получим: coszjt:
АС А К гп — п

238. 2 или 3.

239. 15°; 105°. Указание. Воспользуйтесь формулой
hc= 2R sin A sin В и составьте уравнение 4 sin A sin (120° — А)= 1.

1 2 2 TD 3
240. arccos — или arccos — . 241. —. 242. -^—■ = —\ \&В = 2.

з з з АВ ь ъ

243. 36°; 108°. Указание. Положив /LA = x, составьте

уравнение 4 cos χ sin -т-= 1, 0°<л:<90о. Умножив обе части

этого уравнения на cos-г-, приведите уравнение к виду

•

о
х

sin 2*= cos— .

244. 30°. Указание. Обозначив величину угла при
основании треугольника через х, получите уравнение

b cos x= q sin χ, 0°<л:<90с
^o

Найдите геометрическое решение задачи.
/г —2г

245. Указание. Установите,, что cos χ
—

—τ—, где л:
2r

величина угла при основании треугольника.
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246. Решение. Обозначим величину угла при основании

АВ равнобедренного треугольника ABC через χ и составим

уравнение

h = 2/? sin χ sin 2x.

При /? = 2 и h = 3 это уравнение приводится к виду

z3 —4z-f-3 = 0, или (ζ — \)(ζ'2-\-ζ — 3) = 0, где z = 2cosx.

π ι νΠΓ-1
Положительные корни уравнения ζ, = 1 и ζ2 = ——γ} дают

два решения задачи:

1) cosa: = —, л: = 60°, треугольник ABC равносторонний;

2) cos *=-^—г— , треугольник ABC можно построить с

помощью циркуля и линейки.

Пусть CD — диаметр окружности, описанной около

треугольника ABC. Тогда AD = 2R cos x. Подставив сюда значения

R и cos χ, получим:

ао=л[№-\=л1¥Т¥-\.

Теперь легко построить отрезок AD, а затем и треугольник ABC.
247. 15°; 75°. Решение. Пусть а и b — катеты

прямоугольного треугольника ABC. Так как тс = —с, то согласно

U
1 2

условию задачи ао =—с.

Будем считать, что Z.A<i Z.B. Положим /_А=х, тогда

а = с sin x, b = c cos χ.

Получим уравнение sin x cos x = -r , 0°·<λ:·<45ο.

Отсюда sin 2*=—

, х=150.

Треугольник ABC строим обычным образом по катету
и острому углу (ZLy4 = 15°, AC = b).

248. Указание. Пусть 2х—угол, из вершины которого

проведена биссектриса. Составьте уравнение

6 cos 2х= cos χ, 0°<л:<45о,

откуда cos х =т ■

249. Указание. Положите /LA=2x и составьте

уравнение

2 cos x= 3 ctg 2х, 0°<л:<45о, или 4 sin x cos2 x= 3 cos 2x.
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Выразив cos2 л: и cos 2л: через sin л:, получите уравнение

8 sin3 л:— 12 sin2 л: — 8 sin x-\-6 = 0.

Это уравнение приведите к виду

ζ3 — 3z2— 4z-|-6 = 0, где 2 = 2 sin x.

Если заметить, что ζ=\ является корнем уравнения, то

многочлен, стоящий в левой части уравнения, нетрудно
разложить на множители: (ζ—1)(ζ2— 2ζ — 6).

Условию задачи удовлетворяет лишь корень 2=1. Значит,

sinx = i-, лг = 30° и ΖΛ = 60°.

2/г
250. Указание. Докажите, что tg2fi =—, где с = АВ

и h = CH. Зная угол В, сторону АВ и высоту СИ, легко построить
искомый треугольник ЛВС.

251. Из равенства ЛЛ,+ ββ, + СС, = 0 следует, что

существует треугольник, стороны которого равны и параллельны
медианам треугольника ЛВС.

252. Указание. Согласно условию задачи fiL =

= kBC, CM=kCA, AN=kAB. Докажите, что Л£ +

+ BM + CN = 0.
_ _ _

253. Решение. Имеем СС{=АС]—АС. Поскольку ABCD

и AB]ClD] — параллелограммы, то

AC = AB + /W, ACl = AB]-\-AD].

Отсюда следует, что СС,=ЛВ|-ЬЛА, — АВ — AD, или

CC] = BB] + DD].

Если прямые ВВХ и DD, не параллельны, то полученное

равенство означает, что существует треугольник, стороны

которого равны и параллельны отрезкам ВВи ССХ и DDX. Если

же ββ,||βΟ,, то и СС, || ββ,. В этом случае больший из отрезков
ββι, СС\ и DD, равен сумме двух других.

254. Четыре точки: центроид треугольника и точки,

симметричные вершинам треугольника относительно середин
противоположных сторон (внешние центроиды треугольника).
Указание. Точка Μ тогда и только тогда удовлетворяет условию
задачи, когда выполняется одно из следующих равенств:

1) МА + МВ + МС=Ъ\ 2) МА = МВ + МС\

3) MB = MA -f MC\ 4) МС= МА + МВ.
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255. Указание. Пусть Μ — середина любого из трех

рассматриваемых отрезков. Примените векторную формулу

середины отрезка и установите, что ОМ=— {ОА -\- ОВ-\-

+ OC+ OD).
256. б) Решение. Возьмем на медиане CD треугольника

ЛВС точку М, делящую эту медиану в отношении 2:1, считая от

вершины С. Согласно формуле деления отрезка в данном

отношении при любом выборе точки О имеем:

(М_йс+2оЬ ^ дЬ_ол+
ов

_

Отсюда ОМ =4(0/4 + 06 +ОС).
О

Пусть точка /И, делит любую из двух других медиан

треугольника ABC в отношении 2:1, считая от вершины. Тогда

для вектора 0М\ аналогично получим то же самое выражение,

т. с. ОМ] = ОМ. Отсюда следует, что точки /И, и Μ совпадают.

Следовательно, все три медианы треугольника ЛВС имеют

общую точку М, которая делит каждую из медиан в отношении

2:1, считая от вершины треугольника.

257. Указание. Обозначив через /И, и М2 центроиды

треугольников /1,6|C, и А2В2С2, установите, что

258. Решение. Используя результат задачи 255, для

точки G пересечения средних линий четырехугольника ABCD

получаем:

Так как Μ — центроид треугольника ABC, то

GM=\(GA + GB + GC) (см. задачу 256, б).
о

Отсюда, учитывая предыдущее равенство, находим:

GM=-^G~D.
Значит, точки D, G и Μ лежат на одной прямой, причем

DG = '6GM.
259. Решение. Обозначим точки, симметричные точке

Ρ относительно середин сторон ВС, СА и АВ, соответственно

через Л,, β, и С,. Так как отрезки /М, и ВС имеют общую

середину, то СМ, -\- ОР = ОВ -\- ОС, где О — произвольная точка.

161



Пусть S — середина отрезка ААЬ тогда

^_0А + 0А\
_

ол + ов + ос—ор _ъом— ор
υύ~

2
~~

2
_

2
'

где Μ — центроид треугольника ЛВС.
Если S, — середина одного из двух других отрезкой ВВХ

и СС,, то аналогично получим, что OSx =OS. Значит, все три

отрезка ААХ, ВВХ и ССХ имеют общую середину, т. е.

треугольники ABC и /4|б|С, симметричны относительно точки S. Пусть
начальная точка О совпадает с центроидом Μ треугольника
ABC. Тогда полученная выше формула принимает более

простой вид.

MS=—^MP.
Значит, точки Ρ, Μ и S принадлежат одной прямой (точка

Μ лежит между Ρ и S) и MS=— MP.

260. Указание. Воспользуйтесь формулой ОН =— (0/4 +

+ 0£J + OC+ OD) и докажите, что НК= ОК— ОН =|АЕ.
261. Решение. Продолжим боковые стороны AD и ВС

трапеции до пересечения в точке О. В силу параллельности

отрезков АВ и CD имеем:

ОЪ = аОА, ОС=аОВ.

Из параллельности отрезков ВМ и DiV следует, что

ОМ = $оЪ, OB = fiON.

(Числа α и β можно выразить через отношение отрезков, но для

решения задачи это не требуется.)

Далее находим зависимости между векторами ОМ и ОА, ОС

и ON. Используя полученные выше равенства, получаем:

OM = βOD = αβOЛ, OC= aOB = apON.
Отсюда следует, что

МС= ОС— ΟΜ = αβ{ΟΝ — ОА), или MC= a$AN.

Полученное равенство означает, что отрезки AN и СМ

параллельны.
262. Решение. Пусть О — хочка пересечения диагоналей

четырехугольника ABCD (рис. 74). Так как отрезки AM и ВС

параллельны, то ОС = а ОА, ОВ = а ОМ.
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Α Β "ι

Рис. 74 Рис. 75

Отрезки AD и BN также параллельны,

оЪ = $ов, δλ = $δ~Ν.
Из полученных равенств следует, что

ΟΖ) = βΟβ = αβΟΛί, Ο0==αΟΛ=αβΟΛ/.

поэтому

Отсюда DC = afi MN. Тем самым доказано, что отрезки CD

и МЛ/ параллельны.
263. Указание. Воспользуйтесь формулой теления

отрезка в данном отношении и условием принадлежности трех точек

одной прямой.

264. Решение. Для краткости векторы ОА, ОВ, ОС, .

._.,

отложенные от произвольной точки О, будем обозначать через Л7

В, С и т. д.

Пусть -7Г7Т-
= λ. По формуле деления отрезка в данном

отношении имеем:

- ~Α-\-λ~Β -г Έ+ λ~Β - (J + λϋ - ~А+кЪ
К= , , , ,

L=
, , , , М=———, Λ/=-

1 + λ 1+λ
'

1+λ 1+λ

Отсюда получаем K-\-M—-L-\-N, или KL = NM. Следовательно,
KLMN — параллелограмм.

Пусть Р и Q — середины диагоналей АС и BD, точка S —

центр параллелограмма KLMN. Тогда имеем:

Р =^(Л + С), Q=l(fi + D),

S=-(K+M)= , или S=
, , .

.

2νι; 2(1+λ) 1+λ

Полученное равенство означает, что точка S принадлежит

отрезку PQ и делит его в отношении λ.

265. Решение. Пусть О — точка пересечения диагоналей

параллелограмма ABCD (рис. 75). Из условия задачи

следует, что
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——

OA + kOB
——

OB — kOA

0A> = l + k
■ 0B'= i + *

■

Далее, ~0a7=°B^*°A\ или Ж2=±±^0~В.
Аналогично

as2=--i-±^-oc, ос2= x+k\ oh, ов2= l+k*, ολ.

Значит, точки A2, B2, С2, D2 гомотетичны соответственно точкам

В, С, D, А относительно точки О с коэффициентом .

γόμοι -\-k2
тетии

(1+А):
2

оаа
А К ι ΒΚ

Q

ос_ ME m СЕ 2тп
ΤΊ ~^

Λί£ .

267. —77
=—

, -7гтг=—;—· Решение. Обозначим ——-= λ,
ΕΝ η CD m-\-n EN

CE
— — —

-^—=a. Выразим двумя способами СЕ через СА и СВ:

—

777 а(СЛ + СВ) 777 CM + KCN тСА + кпСВ
CE = aCD= , СЕ=

{+χ
= —

.

В силу единственности разложения вектора по двум неколли-

неарным векторам получим —=
,
—= . Отсюда

λ 1 -J- λ λ 1 -\- λ

Λ
m 2mn

λ =— ,
α = —

.

η m-\-n
2 AL

268. —. Указание. Найдите Ь=~ш ■ Тогда SABL =

= я S/liW =—

к SABC.

269. а) Решение. По формуле деления отрезка в данном

777. nOA + mOD
—

пОВ + тОС
отношении имеем: ОЬ= !

, OF= ■

.

т-\-п т-\-п
Вычитая из второго равенства первое, получаем:

—

nAB-\-mDCEF = ■

.

т-\-п

А так как векторы АВ и DC сонаправлены, то EFWAB и

Ρ ρ па-\- mb

б)
2ab

а + Ь
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0_л ., 0
DM . DP . BN 1

270. Указание. Пусть ——= fe, тогда ——=k и ——=—
.

Выразите векторы ЛР, ЛЛТ, /4iV через векторы Лб, AD и устано-
Л/> 1 АР k

вите, что __=__,
__=

__.

271. Указание. Так как ЛВ и CD— основания трапеции,

то можно положить PD = a PA, PC = a PB. Пользуясь формулой

середины отрезка, докажите, что ΡΝ = α ΡΜ. Отсюда следует,
что точки Ρ, Μ и N лежат на одной прямой. Аналогично

доказывается, что точки Q, Μ и N также лежат на одной прямой.
0 BQ РМ т .

Заметив, что -7Г77 = -^тг
—

—» примените формулу деления
QD ΡΝ η

г -г г j j

отрезка в данном отношении и установите истинность соотно-

—

2я РМ
шения РО= .

т + п

272. Указание. Утверждение задачи вытекает из

векторного тождества:

(ά+^)2-(α-"&)2 = 4α·£.

273. Указание. Воспользуйтесь векторным равенством

(α+£)(α-£)= α2—£2.

274. CD2 =± (a2+ b2 + 2ab cosy).

275. Решение. Разложим векторы AM, BN и АВ по

неколлинеарным векторам СА и СВ. Получим:

АМ=^СВ — СА, BN=~CA-CB, АВ = СВ-СА.

Далее выразим скалярное произведение векторов AM и BN

через длины сторон треугольника ABC. Используя свойства

скалярного умножения векторов, находим:

г: 1 ^л9 1
AM -BN=±CA-CB—k СА2 — ±- СВ2.

4 2 2

Из равенства АВ2 = СА2 + СВ2— 2 СА · СВ следует, что

2СА-СВ = а2 + Ь2-с2.

Таким образом, AM-BN =-(а2-\-Ь2— Ъс2).
Если а2-\-Ь2 = Ъс2, то медианы AM и BN перпендикулярны,

и обратно.
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276. Решение. Имеем: 2CD = CA + CB, BA = CA — CB.

Отсюда 4CD2-AB2= 4CA-CB. Если ZC<90°, то СА-СВ>0
и 4CD'2>AB2, т. е. 2CD>AB. Если же Z.C>90°, то

СА-СВ<0 и 2CD<AB.
277. Указание. Пусть высоты ЛЛ, и ββ, треугольника

ABC пересекаются в точке И. Тогда НА · ВС = НВ- СА = 0.

Отсюда выведите, что НС-АВ = 0. Для этого достаточно

доказать тождество НА-ВС + НВ-СА + НС-АВ = 0.
278. а) Решение 1. Легко проверить, что доказываемое

соотношение выполняется для прямоугольного треугольника.

Рассмотрим непрямоугольный треугольник ABC (рис. 76).
Построим точку D, симметричную точке О относительно стороны

АВ. Тогда OD = OA -\-ОВ. Затем построим точку Н, такую, что

ОН = OD + ОС = ОА + ОВ + ОС.

Докажем, что точка Η и есть ортоцентр треугольника ABC.

Действительно, по построению СН и OD параллельны, OD —

серединный перпендикуляр к отрезку АВ, следовательно,
прямая СН также перпендикулярна к прямой АВ и точка Η

принадлежит высоте ССХ треугольника ABC.

Если повторить построение, начиная с векторов ОА и ОС, то

получим, что та же точка Η принадлежит высоте треугольника,
проведенной из вершины В. Аналогично докажем, что точка

Η принадлежит высоте, проведенной из вершины А. Значит,
высоты треугольника ABC пересекаются в одной точке Н, причем

он = (Га + ов + ос.

Решение 2. Согласно условию задачи имеем:

АН.ВС= 0, ОВ'2 = ОС'2,
или

(ОН—ОА)-ВС= 0,

(ов + ос)-вс=о.

Вычтем из первого равенства

второе и получим:

{OH — OA-OB — OC)-BC = Q.

Аналогично докажем, что

(ОН-ОА-ОВ-ОС)-АС= 0.
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А так как векторы ВС и АС неколлинеарны, то

ОН — ОА — ОВ — ОС=Ъ.

б) OH2= 9R2-(a2 + b2 + c2).
279. Решение. Пусть точка Н' симметрична точке Η

относительно середины стороны АВ. Отрезки НН' и АВ имеют общую

середину, следовательно, ОН' -\- ОН = ОА-\-ОВ,

где О — центр описанной окружности. Согласно предыдущей
задаче имеем:

ОН = ОА + OB -f ОС.

Отсюда следует, что ОН'=—ОС. Полученное равенство
означает, что точки С и Н' — концы диаметра описанной окружности.

280. Указание. Пусть СС\ — высота треугольника ABC,
ее продолжение пересекает описанную около треугольника

окружность в точке //,. Докажите, что

ОС, =i (OA + ОВ + ОС + 07/,).
где О — центр описанной окружности. Далее воспользуйтесь
результатом задачи 278 и установите, что С, — середина

отрезка ННХ.
281. Указание. Воспользуйтесь формулами

ОН= ОА + ОВ + ОС, OM=UOA + 0~B + OC).
О

282. Решение. Пусть Η — ортоцентр треугольника ABC,
О — центр описанной окружности, D — середина стороны ВС.

Применив тождество задачи 278, получаем:

А~Н = ОН -ОА = ОВ + ОС.

По формуле середины отрезка находим:

оЪ=~{ОВ + ОС).

Следовательно, OD=— АН.

283. Указание. Воспользуйтесь равенствами

АН = ОВ + ОС, СВ = ОВ-ОС,

где О — центр описанной около треугольника ABC окружности.

167



284. а) Решение. Из условия задачи следует, что

оЪ = оа + ов.

Поэтому_ Cp = OD-OC= OA + 0_B — OC. Отсюда CD'2 =

= З/?2 + 204 -_ОВ — 20А -ОС —20В· ОС.

Но 20A-OB = OA2J-OB2 — AB2= 2R*—j?.
Аналогично 20А -OC = 2R2 — b2, 20B-OC = 2R2-a2.
Следовательно, CD2 = R2 + а2 + Ь2 — с2.

б) Решение. Из полученного в пункте а) равенства
следует, что

с2<а2 + 62 + /?2.

Равенство имеет место тогда и только тогда, когда точки

С и D совпадают, т. е. когда ZC=120°, Ζ./4 = Ζ.β = 30°.

285. Решение. Согласно правилу сложения векторов

имеем: А И = А С, + С, Я, С5 = СС, + С|Я· Перемножив эти

равенства почленно и учитывая, что АН-СВ = 0, получим:

CCrHC]=ACrClB.

Если ZC= 90°, то ортоцентр Η треугольника ABC совпадает
с его вершиной С и полученное соотношение принимает вид

СС2 = АСГВС,.

286. 1) Решение. Пусть CL — биссектриса треугольника
ABC. Воспользуемся свойством биссектрисы угла треугольника

. . be CI b a + b
и найдем, что AL=——-, тогда -—=-—= .

a + b IL AL с

Далее по формуле деления отрезка в данном отношении по-

—

аОА + ЬОВ
—

cOC + (a + b)OL
лучим: UL= —

,
Ul= —г- .

J
a + b a + b + c ,.

„

—

аОА + ЬОВ + сОС ~

r

Отсюда 0/=
, , , , где О — любая точка.

a + b + c

2) Указание. Воспользуйтесь равенствами

—

^ЬАВ + сАС
и 2АВ.АС = Ь2 + с2-а:2.

2р

287. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 286 и

. „ abc S

формулами R = ——, /- = —.
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288. а) Указание. Для центроида Μ треугольника ABC

имеет место равенство ОМ=—(ОА-\-ОВ-\-ОС). Вычислите ска-
о

лярный квадрат вектора ОМ, учитывая, что OA = OB = OC= R

и 20A-OB = 2R2-c2.
289. Решение. Имеем:

РА=МА— MP, PB = MB — MP, РС= ~МС — ~М~Р.

Возведем эти равенства в квадрат и почленно сложим.

Учитывая, что Μ — центроид треугольника ABC и поэтому МА -\-

-\-МВ-\-МС = 0, получим:

РА2 + РВ2 + PC'2 = ЗРМ2+ MA'2 + MB'2 + МС'2,

откуда и вытекает доказываемое соотношение.

290. Центроид треугольника.

291. Указание. Представьте вектор AD в виде суммы
векторов:

AD=^AB-\-BC+ CD.

Вычислите скалярный квадрат вектора AD.

292. Указание. Воспользуйтесь результатом предыдущей
задачи.

293. Решение. Пусть АВ и CD — основания трапеции
ABCD. Воспользуемся тождеством (7):

AC'2 + BD2-AD2— BC2 = 2AB-DC.

Так как ABOC= AB-CD, то доказываемое соотношение верно.

294. Решение. Рассмотрим вектор a = AB — DC. Если

ABCD — параллелограмм, то AB = DC и а = 0, в противном

случае афО.

Итак, а2>0, {АВ — DC)2>0, или ЛЯ2+ CD2^2AB- DC.

Воспользуемся тождеством 2АВ- DC= AC2-\- BD2— AD2—

-ВС'2.

Получим АВ'2 + ВС2+ CD2+ DA2^AC2-f BD2 (равенство
имеет место только для параллелограмма).

295. /WiV = 3,5. Решение. Согласно правилу сложения

векторов имеем: MN= MA + AD + DN, MN= MB + BC+CN.

Сложим эти равенства почленно. Учитывая, что МА-\-МВ = 0
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и CN + DN = 0, получим 2MN = AD + BC.

Отсюда MN2 =— (a2-\-b2-\-2ab cos (ρ).

296. Решение. Пусть М и Ν —

середины сторон /4β и CD

четырехугольника ABCD (рис. 77). Введем обозначения:

Ζλ4=α, С/3="б, NM = m, AD = BC= a,

MN= m, углы между векторами α и m, m

и 6 обозначим соответственно через
α и β. Имеем:

cos α — cos β
α ·m b -in m-(a — b)
am am am

А так как m = — (a-\-b) (см. решение задачи 295), то

cos α — cos β =—2аш

Но a2=b2, значит, cos α = cos β и α = β.
297. Указание. Пусть К и L — середины диагоналей АС

и BD четырехугольника ABCD. Тогда имеем:

KL = AL —AK=±{AB + AD-AC),

4KL2 = a2-\-d2 + e2 + 2AB-AD-2AB.AC-2AC-AD.

Остается вычислить скалярные произведения векторов в правой
части равенства.

Заметим, что ABCD необязательно плоский четырехугольник.
Указанное соотношение верно для любых четырех точек

пространства, в частности для тетраэдра ABCD, если /С и L —

середины ребер АС и BD.

298. Указание. Пусть
йЛ, Cfl, ЛС,

—

„ „

— Л.
А.С β,/Ι С, S

Установите, что

~

СА + ХСВ Т-^- XC/t — СИ
С С, = г-1—: И Л, /з, =

1+λ
"

"',~'

1+λ

299. За2. Указание. Пусть Μ—точка окружности с

центром О, вписанной в квадрат ABCD. Тогда имеем:

MA2 + MB2+ MC'2 + MD2=

=(OA-OMf+ (OB — OMf+(OC-OMf+ (OD-OM)2
= 4СМ2+ 40М2.
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300. 4α2.
301. Окружность, центр которой совпадает с центром

правильного треугольника. Решение. Пусть ЛВС —

правильный треугольник и Μ — точка, для которой имеет место

равенство МА2-\- MB2-\-MC2= d2, где d — данное число. Приняв центр
О треугольника за начальную точку, запишем это равенство в

векторной форме: (OA — OMf+(OB-OMf+(OC— OMf= d2.

Учитывай, что ОА + ОВ + ОС=Ъ и OA = OB = OC= R, где

R— радиус окружности, описанной около треугольника ЛВС,

получим:

30M2 + 3tf2 = d*2, или OM=^^-R'2.
Итак, если R2<.3d2, то искомое место точек Μ есть

окружность, центр которой совпадает с центром правильного

треугольника.

302. Решение. Пусть ЛВС — данный треугольник и Μ —

точка, такая, что МА2-\-МВ2 = 2МС2.

В векторной форме это равенство можно записать так:

(OA-OMf+ {OB — OMf= 2{OC-OMf,

или

2{0~А +Ы1 -20С)> ОМ = ОА2 + ОВ2— 20С2.

Замечаем, что решение упростится, если считать точку О

центром окружности, описанной около треугольника ABC. При этом

правая часть равенства обращается в нуль. Пусть еще D —

середина стороны АВ, тогда равенство принимает вид

(OD— ОС)-ОМ = 0, или CD-OM = 0.

Геометрический смысл этого равенства очень прост: искомое

множество точек Μ есть прямая, проходящая через центр
О окружности, описанной около треугольника ABC,
перпендикулярно его медиане CD.

303. Если параллелограмм ABCD не является

прямоугольником, то искомое множество точек пустое; если же ABCD—

прямоугольник, то искомое множество точек — вся плоскость.

304. Прямая, проходящая через центр О параллелограмма
ABCD перпендикулярно прямой ВС.

СК 9
305. -ггтг

=
-т · Указание. Введите на плоскости аффин-

1\и .5 г

ную систему координат так, чтобы вершины параллелограмма
ABCD имели координаты: А (0; 0), β(1; 0), D (0; 1). Найдите ко-
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ординаты точек Μ, Ν и Р. Запишите уравнения прямых АР
и CD. Решив систему полученных уравнений, найдете
координаты точки К.

306. - и —. Указание. Введите на плоскости систему

2
координат А (0; 0), В (1; 0), D (0; 1). Установите, что Л/С =—

. Зна-
о

2
чит, площадь треугольника ADK составляет — площади

О

треугольника ABD или — площади параллелограмма ABCD.
О

307. Решение. Выберем на плоскости аффинную систему

координат с началом в точке А и координатными векторами АВ

и AD. Тогда имеем В (\\ 0), С(1; 1), D (0; 1). Уравнение прямой
BD имеет вид

х + у=\.

Пусть точка Ρ имеет координаты (a; b), a так как она лежит на

диагонали BD, то а-\-Ь=\, 0·<α·<1. Запишем уравнение

прямой АР: у =—х— и найдем координаты точек Μ и N пересечения

прямых CD и ВС с прямой АР. Получим Μ (^-; 1), iVM; —Υ

Учитывая, что а-\-Ь=\, далее находим координаты

векторов РМ и ΡΝ:

рм=(т'· «)· ™=(6· т>
Поскольку АР = {а\ Ь), то отсюда получаем:

РМ =^-АР, ΡΝ=~ΑΡ,
о а

ΡΑ ΡΝ Ь г,л2 г,ал г,\т
значит,

——=——=—, откуда РА =РМ-ΡΝ.

308. Указание. Выберите систему координат так же, как

при решении задачи 306. Пусть Я(1; р) — тонка на стороне ВС

параллелограмма ABCD, тогда Q (1; р-\-1). Далее найдите

координаты точек Μ и Ν, рассмотрите векторы DN, NC и ΝΜ.

Докажите, что NC =pDN и NM=— DN.

309. б) Решение. Вершину С треугольника ABC примем

за начало аффинной системы координат, СА и СВ —

координатные векторы. Тогда А (1; 0), В (0; 1) и G (— ; — J. Координаты то-
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чек Μ и N обозначим так: Μ (т; 0), iV(0; п), где 0<m<
<1 и 0<гс< 1.

χ и

Уравнение прямой ΜΝ имеет вид 1--2.= 1. А так как пря-
т

1 1
мая ΜΝ проходит через точку G, то —I—= 3.

г г
т η

Но
AM ■т 1

мс т иг

AM

1
BN
—

'
' NC~ n

BN I ,

ΜС ΝС т

1, следовательно,

— 2=1.

310.
'2ab

Ια-6|
Решение. Пусть АВ — большее основание

трапеции ABCD, AB = a, CD = b (рис. 78). Введем на плоскости

аффинную систему координат с началом в точке А, за оси

координат примем направленные прямые АВ и AD. Положим В (а; 0),
D (0; d) и С (b; d). Вектор АК будем считать единичным, так

что /((0; 1) и 0<d<l.

Запишем уравнение прямой ВК: —\-у=\.

Координаты точки С удовлетворяют этому уравнению, следо-
Ь

ι j ι /
a—b

вателы-ю, —\-а=\, откуда d = .

а а

Уравнение примой АС имеет вид ц = -гх или */ =
—— х.

г г
о ab

Прямая КМ параллельна АВ, следовательно, ее уравнение
у=\, тогда точка Μ имеет координаты

Μ ( ; 1). Отсюда следует, что КМ= г. Заметив, что
\a—b }

J a—b

KN=KM, получаем ΜΝ =—^—r .

' J
a — b

311. Решение. Введем аффинную систему координат:

С(0; 0), Л (1; 0), В (0; 1)(рис. 79). Пусть Μ (α; b) — точка стороны

Рис. 79
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АВ треугольника ABC. Тогда координаты точек К и L будут
/((0; Η L(a; 0).

Уравнения прямых АК и LM имеют вид

Решая полученную систему уравнений, находим координаты
точки Р:

Р(а; b — ab).

Аналогично получим Q (а — ab\ b). Отсюда следует, что PQ =

= ( — ab; ab). А так как АВ=(— 1; 1), то PQ = abAB, откуда
и вытекает доказываемое предложение.

Заметим, что в решении не использовано условие
принадлежности точки Μ прямой AB: a-\-b= 1. Значит, доказанное

утверждение верно для любой точки М, лежащей внутри угла АСВ.

Если точка Μ лежит на стороне АВ и -тттг=2, то Ml —; —Υ
г MB \а 3/

312. AQ:BP = 2. Указание. Выберем аффинную систему

координат так же, как при решении предыдущей задачи. Пусть
точки Μ и Ρ имеют координаты Μ (α; b), Ρ (ρ; b). Установите, что

Q(a\ у), AQ =(-b\ у), ΡΒ = (-ρ· α).

Следовательно, AQ——PB.

В частности, если Μ — середина стороны АВ и Ρ — середина

отрезка КМ, то а = Ь=1г, Р =Т и AQ = 2PB.

313. Указание. Точку О пересечения диагоналей

трапеции ABCD примите за начало аффинной системы координат, ОА,

ОВ — за координатные векторы. Тогда /4(1; 0),' В (0; 1) и можно

положить С (с; 0), D (0; с). Обозначив ——=——= k, найдите

координаты точек Μ, Ν, Ρ и Q. Затем докажите, что

^> = ^=(тт*; 7ΤΪ>
314. Решение. Выберем систему координат с началом

в точке О так, чтобы точки Ρ и Q имели координаты: Р(1; 0)
174



и Q(0; 1). Тогда имеем Л (3; 0), С (—2; 0), β (0; 4), D (0; — 3).
Запишем уравнения прямых PQ и /ID:

х + у=\, х — у = ?>.

Отсюда находим х = 2 и у=
— 1. Следовательно,

Μ (2; -1), Αί>=(-1; 1), PQ =(-1; 1).

Аналогично найдем, что NQ = (—1; 1). Значит, МР = PQ = QN.

315. -ttjt
= 2. Решение. Выберем аффинную систему

координат с началом в точке О так, чтобы вершины
четырехугольника ABCD имели координаты А (2; 0), В (0; 2). Тогда С( —2; 0),
D(0; -1) и М(\; 1).

с CN . а/ / —2 "λ \Если __= λ> το #(—;—).
Уравнение прямой ОМ имеет, вид # = *. Поскольку точка

/V лежит па прямой ОМ, то λ = 2.

316. KL : АВ = 1:6. Указание. Введем на плоскости

аффинную систему координат с началом в точке О и осями

координат ОА и ОВ. Тогда можно положить: Л (а; 0), В (0; Ь), С (с; 0),
D (0; d). Запишем уравнения прямых ЛВ и КМ:

а
'

Ь Ό
а

Решив систему этих уравнений, найдем координаты точки К'.

„ / ab — bd\

. , ( —ас ab \Аналогично L[ ; .

\а — с а — с)

Затем, вычислив координаты векторов KL и ЛВ, найдем, что

~L= ab-cd
-

{a-c){b-d)

Точно такое же соотношение получим для векторов MN и CD.

Если а=—с и Ь=—2d. то /(L=— Л В.
6

317. Решение. Пусть ABCD—данный четырехугольник
(рис. 80). Точку пересечения прямых АВ и CD обозначим через
М, а точку пересечения прямых /ID и ВС — через N. Введем

систему координат А (0; 0), β (1; 0), D (0; 1). Положим Μ (/η; 0), N (0; п)
и запишем уравнения прямых ΒΝ и DM:
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Рис. 80 Рис. 81

Х +-=1, —+0=1.
η т

Ό

Решая полученную систему, найдем координаты точки С:

т (п— 1) /г (т— 1)
* = г» # = г-■т/г— 1 тл— 1

Пусть Р, Q, S — середины отрезков AC, BD и ΜΝ. Тогда

m/г — т т/г ■

Ρ ( 2 (т/г— 1) 2 (т/г ^ИМИт'*}
Вычислив координаты векторов PQ и QS, найдем, что

1
PQ

тп — 1
QS,

откуда и следует, что точки Р, Q и S лежат на одной прямой.
318. Указание. Введите аффинную систему координат

с началом в точке А и координатными векторами ЛВ и AD.

Положив β(1; 0), D(0; 1), Μ (\; т) и N {п; 1), установите, что

3 + /гг + /г — m/г
'

3 + т +—Уп— тп/

Запишите уравнение прямой /IS: # =
w+l

/г+1
jc—и убедитесь, что

координаты середины отрезка MN удовлетворяют этому
уравнению.

319. Указание. Докажите, что прямая EF проходит "ерез
точку пересечения диагоналей параллелограмма ABCD.

320. Средняя линия треугольника ABC, параллельная
стороне АВ. Указание. Введите систему координат С(0; 0),
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/4(1; 0), В (0; 1). Докажите, что координаты χ и у середины

отрезка ΜΝ удовлетворяют условиям
1

k

y=-—t—— , где /г>0.
2(l+ft) 2(l+fe)

Отсюда л: + // = —, причем л:>0 и #>0.
321. Луч, параллельный ОР.
322. Указание. Введите на плоскости аффинную систему

координат так, чтобы данные точки имели координаты О(0; 0),
/4(2; 0), β(0; 2), М(1; 1), С(~с; 0), D(0; -с).

323. Указание. Введите на плоскости прямоугольную
систему координат так, чтобы вершины прямоугольника ABCD
имели координаты А (0; 0), В (\; 0), D (0; 2). Найдите координаты
точек Μ и Ν, а затем угловые коэффициенты прямых /Ш и УИ/V.

325. Указание. За начало координат примите центр
данной окружности, а оси координат проведите параллельно
сторонам прямоугольника.

326. Указание. Выберите прямоугольную систему
координат так, чтобы концы диаметра ЛВ имели координаты
(— 1; 0) и (1; 0). Тогда концы хорды CD, параллельной диаметру,
будут симметричны относительно оси ординат. Обозначив
С (— х\ у), D (х; у), Μ (т; 0), примените формулу для вычисления

расстояния между двумя точками.

328. Указание. За начало координат примите середину
О стороны АВ треугольника, а прямые АВ и ОС — за оси

координат. Пусть точки Μ и N делят полуокружность на три равные

дуги. Введите координаты А( — 1; 0), В (\; 0), С(0; д/з"),

Μ ί —-» ; —
2 )' ^ \~2 ' —2~)' Запишите уравнения прямых СМ

и CN и найдите координаты точек пересечения этих прямых
с прямой АВ.

329. Окружность (без точек пересечения с прямой АВ). Центр
окружности

— точка О, симметричная точке В относительно

точки /4, радиус равен 2т, где т — длина медианы AD.

330. Окружность диаметра ΜΝ, где АМ=— АВ и ΑΝ= 2ΑΒ.
О

331. Прямая, перпендикулярная прямой АВ, где А и В —

данные точки.

332. Окружность с центром на прямой АВ (без двух точек

пересечения окружности с прямой АВ).
333. Две прямые / и т. Прямая / проходит через точку О,

симметричную точке В относительно А, и образует с прямой АВ

угол 30°. Прямая т симметрична прямой / относительно прямой
АВ. Указание. Введите прямоугольную систему координат
А (0; 0), В (1; 0). Обозначив С (х\ у), составьте уравнение искомого

множества точек: (х-\- I)2 — Зг/2 = 0.
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334. Если длина данного отрезка больше длины диагонали

прямоугольника, то искомое множество — окружность с центром
в точке пересечения диагоналей прямоугольника и радиусом

R=—ym2— (a2-\-b2), где т — длина отрезка, а и Ь — длины

сторон прямоугольника. При т=Л]а2-\-Ь2 —точка (центр

симметрии прямоугольника); при m< \a2-\-b2 — пустое множество.

Указание. Выберите прямоугольную систему координат с

началом в точке пересечения диагоналей прямоугольника, а оси

координат направьте параллельно сторонам прямоугольника.
Задача весьма просто решается и векторным способом, если

воспользоваться тождеством ЛМ"= (ОМ — СМ)2.
335. Окружность, центр которой симметричен точке С

относительно прямой АВ, а радиус равен стороне треугольника.
Указание. Выберите прямоугольную систему координат так,
чтобы вершины равностороннего треугольника ЛВС имели

координаты Л( —1; 0), β(1; 0), С(0; Л/3~).
337. Решение. Точку С, примем за начало прямоугольной

системы координат, а прямые АВ и С^С — за оси координат

(рис. 81). Координаты данных точек обозначим так: А (а; 0),
В (Ь; 0), С(0; с) и Ρ (0; ρ).

Пусть прямые С,/4, и С,β, образуют с осью Ох соответственно

углы а, и а2. Тогда &i = tga, и &2 = tgn,2— угловые
коэффициенты этих прямых. Требуется доказать, что а, = 180° — а2, или

/г, = —/г2.
Составим уравнения прямых ВС и АР:

х
_ι_ У

— ι
χ

ι У
— ι

7+7-1' 7+7

Решив эту систему уравнений, найдем координаты точки

.

_
(с — р) ab _(а — Ь) сρ

л1· *■-
ас_Ьр

' У\—
ас-Ьр

·

Далее, по формуле kx=— найдем угловой коэффициент пря-
х\

мой С,/4,:

{а — Ь)ср
kx= .

(с — р) ab

Если аналогичным образом вычислять угловой коэффициент
прямой С,б,, то значения а и b меняются местами, а значения

с и ρ остаются прежними. Поэтому сразу можно записать:

(Ь-а)ср
fc2 = и ·

(с — р) ab

Таким образом, k{=—k2, что и требовалось доказать.
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338. Указание. Примите точку О за начало

прямоугольной системы координат, а ось абсцисс проведите
перпендикулярно прямым а и Ъ. Тогда можно положить: Л (1; а), В( — 1; Ь). Так

как ΔΑΟΒ = 90°, то ОА-ОВ = 0, или ab— 1=0.

Запишите уравнение прямой АВ: (а — Ь) х — 2у-\-а-\-Ь = 0.

Затем убедитесь, что расстояние от точки О до прямой АВ
равно 1.

339. Указание. Центр О равностороннего треугольника
ABC примем за начало прямоугольной системы координат, ось

абсцисс проведем в направлении вектора АВ. Тогда вершинам

треугольника можно придать координаты А(— уЗ; — 1),
β (Λ/3"; -1), С(0; 2).

Уравнение прямой /, проходящей через точку О, имеет вид

kx — y = 0.

Далее вычислите расстояния от точек А, В, С до прямой
/ и убедитесь, что сумма их квадратов равна 6 при любом k.

340. Две прямые, одна из которых проходит через вершину
А параллельно прямой ВС, другая

—

через А и середину отрезка
ВС (исключая вершину А).

341. Решение. Примем касательную к параболе в ее

вершине О за ось абсцисс, а точку О за начало прямоугольной
системы координат (рис. 82). Пусть прямая, проходящая через

точку Μ (m; 0), пересекает параболу у = аг в точках /4 (*,; //,)
и В (х2, у2)· Условие принадлежности точек М, А и В одной
прямой имеет вид

т — Х\ —У\

Τ"Г
=

"7^Г' *'=^*2' У\=£У2-
Х2 Х\ У2 У\

Учитывая, что ух=ах\ и у2 = ах2, получаем: т (дг, + *2) — х]х-2 = ®·

Для определенности будем считать,
что т<.Х]<.х2, тогда

МЛ, -МВ} =(Х| — т)(х2 — т) = х1х2
—

у

— т{Х\-\-х2)-\-т2, |
или

MArMBl = tn2. ·

А так как МО= \т\, то \

MArMB\ = MO\ \
Из решенной задачи вытекает ^/

следующее следствие. ^ —

Если через данную точку Μ к па-
м

раболе проведена секущая, Пересе- Рис. 82
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кающая ее в точках А и В, а Мь Ль Вх — проекции точек М, А,
В на прямую, перпендикулярную оси параболы, то

произведение Μ,/!,-Λ^β, не зависит от выбора секущей.
342. Решение. Рассмотрим параболу у = ах2. Пусть

секущая с данным угловым коэффициентом к имеет уравнение

y = kx-\-m.

Решая это уравнение совместно с уравнением параболы,
получим: ах2—kx—m = 0. Корни этого уравнения

— абсциссы
точек Ρ и Q, в которых секущая пересекает параболу. По

теореме Виета имеем: х,-\-х2=—.

Пусть точка Μ (Χ; Υ) — середина хорды PQ. Тогда

Значит, Х =— .

la

Таким образом, X не зависит от т и середины параллельных
хорд имеют одну и ту же абсциссу. Следовательно, все эти

середины лежат на одной прямой, параллельной оси Оу.
343. Указание. Если секущая пересекает гиперболу ху =

= 1 в точках А{ (х{\ .—) и А2(х2\ —), то ее угловой

коэффициент k= .

344. Решение. Пусть прямая пересекает гиперболу ху =

= 1 в точках М0(х0; у{)) и М{ (*,; ух). Угловой коэффициент

секущей вычислим по формуле k
У1—У0

Учитывая, что у0 =
— и ух =—, получим k==
хг> х\ хох\

При совпадении точки Мх с точкой М0 секущая становится

касательной к гиперболе ху=\ и ее угловой коэффициент при-
, 1

нимает значение k=—-j .
>

Xq

Следовательно, уравнение касательной к гиперболе в точке

М0(-*:0; уо) можно записать так:

у
— Уо=—т(х—х0\ или у=

—

-j
х +— .

Xq Хо х0

Далее находим точки пересечения касательной с осями

координат: А (0; 2у0), В (2х0; 0). Отсюда видно, что точка М0 — середина

отрезка АВ.
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345. Указание. Воспользуйтесь результатом предыдущей
задачи.

346. Указание. Решая задачу тем же способом, что и

задачу 342, установите, что середины параллельных хорд
гиперболы jo/=1 лежат на прямой, определяемой уравнением у =—kx,
где к — угловой коэффициент хорд.

347. Парабола, если прямая / не проходит через точку А\ две

прямые, перпендикулярные /, если точка А лежит на прямой /.
Решение. Через точку А проведем перпендикуляр к

прямой / и точку О их пересечения примем за начало прямоугольной
системы координат, а прямую / — за ось абсцисс. Пусть ОА=а
и /4(0; а). Если Μ (х; у)—произвольная точка плоскости, то

MA2 = x2 + {y-af

и расстояние MN от точки Μ до прямой / равно \у\.
Согласно условию задачи точка Μ принадлежит искомому

множеству точек, если выполняется равенство

MA2-MN2= d\

Получаем уравнение, которому удовлетворяют координаты точек

искомого множества:

х2 — 2ау + а2 — d2 = 0.

Если точка А лежит на прямой /, то а = 0 и уравнение
принимает вид

x2-d2 = 0.

Следовательно, искомое множество есть две прямые: x— d и х =

= —d, перпендикулярные прямой /.

Если точка А не лежит на прямой /, то при а=1 получим
уравнение

которое определяет параболу с осью ОА (если и d= 1, то

вершина параболы совпадает с точкой О).
348. Парабола с вершиной в точке А и прямая, проходящая

через точку А и центр С данной окружности (исключая точки

А и С).
349. Дуги двух парабол с общими концами на прямой /.

Указание. Выберите на плоскости прямоугольную систему

координат так же, как при решении задачи 347. Составьте

уравнение искомого множества точек: ух2-\-(у—1 )2 -|-- \у\ =3.

350. Две сопряженные гиперболы: xy = k и ху= —k, где k —

данное число.
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351,
ск 1

Решение 1. Через вершину С треугольникакв 2

ABC проведем прямую параллельно стороне АВ и обозначим

через L точку пересечения ее с прямой AM. Из равенства
треугольников LCM и ADM следует, что CL = AD. Значит, Лв = 2С£,

с к с ι ι
а так как треугольники CLK и АВК подобны, то ——=——=—

.

KB АВ 2

Решение 2. Через вершину В треугольника ABC проведем

прямую параллельно медиане CD, пересекающую прямую AM
в точке N. Тогда BN= 2DM. Треугольники СКМ и BKN подобны,

СК СМ 1
следовательно,

—=—=
-.

Решение 3. Пусть прямая, проведенная через точку D

параллельно прямой AM, пересекает сторону ВС в точке Е. Тогда
по теореме Фалеса имеем ВЕ = ЕК=КС.

г СК 1
Следовательно, -ττκ

=

-χ ■

К" 2

Решение 4. Применив теорему Менелая к треугольнику
СК 1

BCD и секущей АК, сразу получим -j— = —

.

Решение 5. Векторное решение задачи получим, если

положим
СК

KB
k и вектор АК выразим двумя способами через

векторы А В и АС.
352. Решение 1. Пусть прямые ААЬ ВВУ и СС1

пересекаются в точке О (рис. 83). Через вершину С треугольника ABC

проведем прямую, параллельную стороне АВ. Точки пересечения
этой прямой с прямыми Л Л, и ββ, обозначим соответственно

через Μ и N.
ОС

При гомотетии с центром О и коэффициентом k=-rr—- точки

Л, В и С, переходят соответственно в точки Μ, Ν и С.

Следовательно,

АСХ

С,Я

мс

Треугольники АВА\ и МСАЬ АВВ{ и CNBX гомотетичны. Поэтому

Рис. 83

ВА, ВА СВ, CN

А{С МС
'

ВХА ВА
'

Перемножив найденные три
равенства почленно, получим:

АС, ВА, СВ.

СХВ л,с ВХА
= 1.

Обратную теорему докажем
способом от противного. Допустим, что

прямые ЛЛ| и ββ, пересекаются
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в точке О, а прямая СО пересекает АВ в некоторой точке D.

Тогда на основании прямой теоремы получим соотношение

между длинами отрезков на сторонах треугольника, сопоставив

которое с данным соотношением придем к выводу, что точка D

совпадает с точкой Сх.
Решение 2. Пусть прямые ААи ββ, и ССГ пересекаются

в одной точке О. Применив теорему Менелая к треугольнику
/4СС, и секущей ββ,, а затем к треугольнику ВССХ и секущей
/4/4,, будем иметь:

СВ^ ^АВ_ С^О__ ЯЛ, СО С,Л
_

~В^А"Щ'~ОС~ ' /4,С* ОС[
'

АВ
~~

'

Перемножив эти два равенства почленно, получим
доказываемое соотношение.

Далее поступаем так же, как в решении 1.

353. Решение 1. Через вершину С треугольника ABC

проведем прямую, параллельную стороне АВ. Точки пересечения
этой прямой с прямыми /4/4, и ββ, обозначим через Μ и N.

Треугольники А\АВ и /4,/ИС, а также треугольники ВХАВ и BXCN
гомотетичны.

п
СA, CM CS, CN

Следовательно, -t-f
=

Λ,β АВ
*

В[А АВ

ГА. C.R

Отсюда
САХ СЯ, MN

Л,Я
'

Я,Л АВ
*

Поскольку треугольники KMN и Κ,ΑΒ гомотетичны, то

MN CK

Значит,

АВ /СС,

СЛ, CS, СК

Л,Я
'
ВХА /СС,

"

Решение 2. Применим теорему Менелая к треугольникам
ВСС] и /ICC,. Получим:

сл, л с, с/с ся, ее, с/с

Л,Я АВ /СС,
'

Я,/1 ЛЯ /СС,
'

Сложим эти два равенства почленно. Учитывая, что АСх-\-ВСХ =
= АВ, получим:

сл, ся, с/с

Л,Я ' В,А КС,

354. Указание. Примените теоремы Чевы и Ван-Обеля.

355. Указание. К треугольнику ABC примените теорему
Чевы.

356. Указание. Воспользуйтесь теоремой Менелая.
I
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2 DE
358. -=-. Решение 1. Найдем отношение -тгтт · Для этого

5 им

продолжим отрезок AN до пересечения с прямой CD в точке /С.

Так как треугольники АЕМ и KED гомотетичны, то -тгтт
=

^гтг
= 4.

г J ЬМ AM

DE 4
Значит,

DM

Аналогично -τγγ,=ύ· Отсюда следует, что EF\\MN
UN 5

4
и £,/7 = — MN. А так как MN — средняя линия треугольника

ABC, то

MN =jAC и EF=jAC.
Решение 2. Введем аффинную систему координат: А (0; 0),

β(1; 0) и D (0; 1). Найдем координаты точек Μ и N и запишем

уравнения прямых /Ш и DM:

# = -*, 2* + #=1.

Найдем координаты точки Ε пересечения этих прямых:

^
\~5

' "5/' аналогично найдем F (т ; —Υ

—

7 2 2 \
—

Следовательно, EF = (— ; —J. А так как ЛС= (1; 1), то EF=

о

359. а) Указание. Середину /С стороны АВ

параллелограмма соедините с вершинами С и D. Постройте точки

пересечения прямых DK и С/С с диагоналями АС и BD. Прямая,
проходящая через эти точки, является искомой. Аналогичным образом
можно построить еще одну прямую, удовлетворяющую условию
задачи.

б) Указание. Через точку пересечения продолжений
боковых сторон трапеции и точку пересечения диагоналей
проведите прямую. Эта прямая пересечет основания трапеции в их

серединах. Далее так же, как при решении предыдущей задачи.

360. а) Решение. Согласно теореме о пропорциональных
отрезках

АР _АК _ CQ
~PD~ КВ~ QB

'

т. е. точки Ρ и Q делят отрезки AD и СВ в равных отношениях

(считая от точек А и С). Центральная симметрия с центром О

переводит точки А и D соответственно в точки С и β, а точку Ρ —

в точку Q. Следовательно, точка" О — середина отрезка PQ.
б) Решение 1. Обозначим точку пересечения диагоналей

трапеции ABCD через О (рис. 84).
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Рис. 84

Ясно, что
MP ME DO CD

PN ΕΚ OB АВ

тогда
PN

MP
=
—, или

Рис. 85

Пусть AB = a и CD

MN
_

а + Ь

MP
~

b
"

= Ь,

Аналогично
ΜΝ
_

a + b

ON
~

b
Значит, MP=QN.

Ρ е ш е и и е 2. Так как
ME b NГ Ь гг||..., г

-ш
=- и —=-, то EFWMN. Следо-

вательно, BMQF и EPNF—параллелограммы. Поэтому MQ =
= PN= EF, откуда MP + PQ = PQ + QN, т. е. MP = QN.

362. Решение. Пусть прямая / пересекает боковые

стороны AD и ВС трапеции в точках К и N, диагонали АС и BD в

точках L и М, продолжения оснований АВ и CD в точках

Ρ и Q (рис. 85).
Обозначим: АВ = а, CD = b, PA=x, CQ = #. Тогда,

рассматривая пары подобных треугольников, основания которых лежат

на прямых АВ и CD, а общей вершиной служит одна из точек К,
L, Μ или Ν, получим:

РК ΡΝ х-\-а PL РМ х-\-а

КО b + y
'

NQ у

РК PN PL PM

LQ у' MQ у + Ь
·

Отсюда
KQ NQ

-

LQ MQ
.

а) Если PK = NQ, то KQ= PN, поэтому

LQ PM PQ PQ „. ....

TL
=

-MQ'
или

ΎΣ^-Щ
и *L = MN.

Λλ
„ PK NQ 1 PL

б) Если—=—=--т
и -

yv/ρ 2
D

го и -тггг^— . В таком случаез ' '" "

РМ з

все пять отрезков прямой / будут равны. Эти условия выполня

ются тогда и только тогда, когда

4х=Ь-\-у, 4у = а-\-х, 2у = 3х.

и + АЬ
Из первых двух равенств находим: х =

15 У
4а+ Ь

15
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Рис. 80 Рис. 87

А третье равенство выполняется, если

и + 46 2 0,

Таким образом, нужная прямая существует в том и только

в том случае, когда одно из оснований трапеции вдвое больше

другого.
При а-=2Ь прямую / можно построить, исходя из полученных

1 3 .

соотношении л: =— а и y = Tt>-
ύ О

_ι_
4

'

„„ ,т
I
„л

А К CN
Ясно также, что РК = NQ=-g- PQ, если

-j^j=-NB
Последнее замечание указывает на связь данной задачи с

задачей 360, б.
363. Решение. Пусть О — точка пересечения диагоналей

четырехугольника ABCD, точки Μ и N — середины его сторон

AD и ВС (рис. 86). Будем считать, что прямая ΜΝ пересекает

отрезки АО и ВО в точках Ρ и Q, причем' MP= PQ= QN.
Обозначим: АР = а, BQ = b, СО = с, DO = d, OP = p и OQ = q.

Применив теорему Менелая к треугольникам DMQ и AOD, по-

d 0 ρ d-\-q ,
лучим: —=2, -=1.

q a q

Отсюда d= 2q, а = Ър. Аналогично с = 2р, b = 3q.
Ύ Λ

АО а + р Q
ВО b + q 9Таким образом, т^г

= =А ~njr)=~d~
=

Значит, треугольники ОАВ и OCD гомотетичны. Поэтому
/4β || CD и ABCD — трапеция, причем Л£ = 2С£>.

364. Указание. Точку пересечения средних линий

четырехугольника соедините с его вершинами.
365. Указание. Проведите диагональ АС

четырехугольника ABCD.

366. Указание. Вершины Л и С четырехугольника ABCD

соедините соответственно с точками L и ΛΛ Установите, что пло-

2

щадь четырехугольника ANCL составляет j
площади

четырехугольника ABCD, и воспользуйтесь результатом предыдущей
задачи.
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367. Указание. Через точку Μ проведите прямые
параллельно сторонам параллелограмма.

368. Решение 1. Через точку Μ параллельно стороне AD

трапеции проведем прямую, пересекающую прямые АВ и CD

соответственно в точках /С и L. Тогда KLDA — параллелограмм.
Так как треугольники ВМК и CML равны, то параллелограмм
KLDA и трапеция ABCD равновелики. Площадь треугольника
AMD составляет половину площади параллелограмма и,

следовательно, половину площади трапеции.
Решение 2. Пусть прямая DM пересекает прямую АВ

в точке Ξ. Трапеция A BCD и треугольник AD11 равновелики

(треугольник ВЕМ равен треугольнику CDM). А так как AM —

медиана треугольника ADE, то площадь треугольника AMD

равна половине площади треугольника ADE, т. е. половине площади

трапеции.
369. Решение 1. Пусть /С, /., Μ, Ν — середины сторон

четырехугольника ABCD (рис. 87). Используя свойство средней
линии треугольника, докажите, что сумма площадей треугольников

BKL и DMN равна — площади четырехугольника ABCD.

Ρ с ш е и и е 2. Точку О пересечения диагоналей

четырехугольника ABCD соедините с вершинами четырехугольника
KLMN. Докажите, что треугольники AKN и OKN, BKL и OKL,
CLM и OLM, DMN и OMN равновелики.

Решение 3. Через вершины четырехугольника ABCD

проведите прямые, параллельные диагоналям АС и BD. Установите,
что площадь параллелограмма, ограниченного этими прямыми,
вдвое больше площади четырехугольника ABCD и вчетверо
больше площади параллелограмма KLMN.

370. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 365.

371.—. Указание. Точка Ρ— центроид треугольника

ABD, и площадь треугольника АВР составляет — площади тре-
О

угольника ABD.

372. Указание. Пусть данная точка /С лежит на стороне
АВ треугольника ABC. Если К—середина стороны АВ, то

прямая С/С искомая. Если Μ — середина АВ и АК<.АМ, то через

точку Μ проведите прямую параллельно прямой СК, которая

пересечет сторону ВС треугольника в искомой точке N.

373. Указание. Если Μ — середина диагонали BD

четырехугольника ABCD, то ломаная АМС делит площадь

четырехугольника пополам.

374. Указание. Проведите прямую AQ параллельно
прямой PC. Убедитесь, что треугольники APQ и АРС равновелики.

375. Средняя линия треугольника ABC, параллельная
стороне АВ, без ее концов.

376. Две прямые, проходящие через точку С (без точки С).
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Одна прямая параллельна стороне АВ, другая проходит через
середину стороны А В.

377. Центроид треугольника и три точки пересечения
прямых, проходящих через вершины треугольника параллельно
противоположным сторонам.

378. а) Средняя линия трапеции без ее концов.

б) Отрезок с концами на сторонах четырехугольника,
проходящий через середины его диагоналей (если четырехугольник не

параллелограмм). Указание. Пусть Ρ и Q — середины
диагоналей АС и BD четырехугольника A BCD. Тогда

^А ИР I ·-> СОР
= ^ A BQ I «J

COQ
==

"J
"^ ·

где S — площадь четырехугольника ABCD.
Если точка Μ лежит на отрезке, отсекаемом сторонами

четырехугольника от прямой PQ, то SAPM = SCPM и SRPM = SnPM.

Значит, b,\i}M-\-ScnM=— S.

Если же точка Μ не принадлежит указанному отрезку, то это

равенство не выполняется.

379. | ·

о

380. Решение 1. Пусть прямые СС{, ВВи АА}
пересекаются попарно в точках К, L, Μ (рис. 88). Обозначим 5СЙ к

= х. Тогда

SAB к
= 2х, так как /IS, = 2б,С. Аналогично если SACK = y, то

SBC к
= 2у. Учитывая, что SACC =-S, где 5 — площадь треуголь-

I I о

2
ника ABC, и SARB =-^-S, получаем:

3* + y =|s, 2x+ 3i/ =§S.

Отсюда x=—S.

Далее находим, что StiCK = (- —-^JS =jS.
Такую же площадь имеет каждый из треугольников ACL

и АВМ. Следовательно, SKLM =— S.

Решение 2. Применив теорему Менелая (см. задачу 351)
С К Ч

к треугольнику АССХ и секущей ВВи получим тт^
=

т-

Значит, С/С = уСС,. А так как площади треугольников СВХК

и СЛС| относятся как произведения длин сторон, заключающих

общий угол, то ScniK = jSACC[=-^-S.
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с о

А М В

Рис. 88 Рис. 80

С помощью аналогичных вычислений докажем, что

треугольники ACXL и ВА^М имеют такую же площадь.

Заметив, что сумма площадей треугольнико[з АВАи ВСВ]
и С/4С, равна площади треугольника ЛВС, приходим к выводу:
площадь треугольника KLM равна сумме площадей

треугольников AC,L, ΒΑ,Μ и СВХК, т. е. SKIM = 3SACiL = jS.
381. Указание. / способ. Если обозначить АО = а, ВО = Ь,

СО = с и DO = d, то задача сводится к доказательству
неравенства ab + cdXid+ bc, которое равносильно неравенству
(а —с)(6 —</)>0.

// способ. Если построить точки С, и D,, симметричные
точкам С и D относительно точки О, то окажется, что площади

треугольников /4C,D и /4C,D, равны, а площадь треугольника ABD]
больше площади треугольника СВО}.

382. (Д/о7+Л/^2)2· Решение. Так как треугольники ABC
и /4SD равновелики, то треугольники ВОС и AOD также

равновелики. Обозначив площадь треугольника ВОС через S3, а

площадь трапеции через S, имеем:

^= АО_ S3_ao
S3 СО

'

S2
~

СО
'

Отсюда S23 = SrS2. Следовательно, S = S, + S2 + 2 "\/S, · S2.
384.-——- . Решение. Введем обозначения: SMNP = SU

(а-\-Ь)
тпг '

^jvmq = 52, SAMN = S3, SMBCN = SA, SABC[J = S, АМ = хь ВМ = х2,
DN = yu CN = y2 (рис. 89).

Воспользуемся результатом предыдущей задачи. Имеем:

■Si Х\У\ S2 х2у2
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Отрезки, отсекаемые прямыми ОА, ОВ и ОМ на

параллельных прямых АВ и CD, пропорциональны, т. е.

Х\ х2 а

У\ Уг b
'

,- S, S2 ab c c

Следовательно, ~5~=т~
=

5» откуда ώ|Η-ύ2 =
•j.i ^4 (a + b)

-(53 + 5,|), т. е. SMQNP = -S (при любом выборе точ-

(a + bf
x J " mv"'

(α + bf
ки Μ на стороне Л β).

385. Площадь четырехугольника MQNP равна
— площади

параллелограмма ABCD, если MNWAD. Указание.

Воспользуйтесь результатом задачи 383.
386. Решение. Сохраним обозначения, введенные при

решении задачи 384. Тогда имеем:

S, х1у1

s3 (*, + ί/,)2

Так как трапеции AMND и ABCD имеют одну и ту же высоту, то

S, Х\+У\
S a + b

ς

Следовательно,
S, ххух

S (α + &)(χ,+0ι)
5., ΑΓ2ί/2

Аналогично, -f= ■

5 (a + b){x2 + y2)'
Сложив эти два равенства почленно, получим:

S,'MQNP
_

1 / Х\У\
|

Х2У2 \
~

а + Ь \*ι + 4Ί х2 + У2/S

где х1+-х2 = а и у^-\-у2 = Ь.

Выясним, при каком условии функция ζ принимает
наибольшее значение.

Воспользуемся неравенством
—■ —г^——г, справед-J v
Х\+У\ х-г + У* а + Ь

ливость которого легко проверить. (При а = хх+-х2 и Ь = ух+-у2
оно приводится к виду {Х\у2— х2У\)2^0.)

Таким образом, получаем:

^ ab

(a + b)2
'

причем равенство достигается тогда и только тогда,

Χ] χ·2 а

когда —=—=—

.

У ι Уч
ь
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Значит, площадь

четырехугольника MQNP будет наибольшей,
если прямая MN проходит через точку
пересечения прямых AD и ВС.

387. Ρ — центроид треугольни-

ка. Решение. Пусть Т7Г
=

CM AN .

nm π
= *' Ш

= У' ~ΝΒ=Ζ (РИС· 90)· П° Те"

ореме Чевы xyz=\.
Площадь треугольника ABC

обозначим через S, а площади

треугольников CLM, BLN, ANM — через

Sh S2, S;1. Так как отношение

площадей треугольников CLM и ABC равно отношению произведений
длин сторон, заключающих общий угол, то

л s2
Аналогично -=- =

Ь {1+х){1+у)

х S1^__
(1+г)(1+х)' S

S ι + S2 + S3
(1 +4ί)(1+ζ)

Ясно, что —^—=
1

Подставив найденные выше значения, получим:

2S
«Ъ/ мм —■

(\+x)(l+y)(l+z)

Площадь треугольника LMN будет наибольшей при
минимальном значении (1 -\-х) (1 -\-у) (1 -\-z). Оценим это

произведение:

(\+x)(\+y)(\+z) = 2 + x+y + z + xy + xz + yz =

= 2 + (χ+1) + (^ + 1) + (ζ +Ι)>8.
так как х-\—^2, причем равенство имеет место только при х=

= у = г=\.

Итак, SLMN \-tS. Искомая точка Ρ — центроид

треугольника ABC.

388. — с. Указание. Пусть СН — высота треугольника

ABC, АИ= х, СН = у. Тогда

У''—('-Η+τ*
191



389. -^-sina. Указание. Если через χ обозначить длину

боковой стороны трапеции, то ее площадь равна

S = (p — χ) χ sin a.

Так как (ρ— χ)-\-χ= ρ, то произведение (ρ — χ) χ принимает
наибольшее значение при равенстве сомножителей, т. е. когда

Х
2

·

390. Длина дуги сектора равна двум радиусам.
391. Решение. Очевидно, достаточно рассмотреть

выпуклый четырехугольник ABCD. Длины его сторон: АВ = а, ВС = Ь,
CD = c, DA=d. Имеем:

2S = ab sin В -\-cd sin D^.ab-\- cd.

Аналогично 2S^.ad-\- be. Сложив эти два неравенства
почленно, применим теорему о среднем арифметическом и среднем
геометрическом двух положительных чисел и получим:

4S<(a& + a/) + (ad + &c) = (a + c)(& + d)<
'

a + 6 + с-Η/У<
/a + 6 + c + t/\2

У-
Равенство имеет место только тогда, когда ABCD —

прямоугольник и a-\-c = b-\-d, т. е. только в случае квадрата.
392. Указание. Проведите высоту СИ треугольника ABC

и обозначьте Лб = с, СЯ = /г. Площадь S прямоугольника
выразите как функцию его высоты х:

S = jX(h χ).

Площадь прямоугольника будет наибольшей при х= -к ■

393. Л С ||/а. Решение. Обозначим KL = a, AN = BL = n,

MC = MD = x (рис. 91). Площадь
трапеции ABCD будет наибольшей, когда

сумма S площадей прямоугольных
треугольников, отсекаемых сторонами

трапеции от квадрата, будет
наименьшей. Имеем:

2S = x2 + 2n(a — x) + (a — nf
или 2S = (jc — nf-\-a2.

Значит, площадь трапеции имеет

наибольшее значение, равное половине

площади квадрата, при х=п.

394.—. Вершина D — середина48 г г

Рис. 91 стороны MN квадрата.
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■ 395. Решение. Пусть искомая прямая пересекает стороны
данного угла с вершиной О в точках А и В. Через точку Μ

проведем прямые параллельно сторонам угла, пересекающие ОА
и ОВ соответственно в точках С и D. Обозначим ОС = а, OD = b,
СА = х, DB = y. Тогда ОА + Ой = (а + 6) + х+ #.

Из подобия треугольников АСМ и BDM имеем xy = ab.

Значит, ОА -\-ОВ^а-\-b-\-2л[аЬ, причем равенство только

при x= y=yab.
396. Центр искомой окружности есть точка пересечения

серединного перпендикуляра к отрезку АВ и перпендикуляра к

прямой /, проходящего через точку М. Решение. Пусть отрезок
АВ пересекает прямую / в точке М, а окружность, проходящая
через точки Л и β, отсекает от прямой А В хорду CD. Обозначив

AM —a, BM = by СМ = х, DM = y, имеем: CD = x-\-y, xy = ab.

Следовательно, отрезок CD будет наименьшим при х=у = л[аЬ.
397. Наибольшее значение длины отрезка касательной равно

■j . Оно достигается в треугольнике, основание которого равно -г .

Указание. Задача сводится к исследованию функции

у =
- х{р — х),

где у
— длина отрезка касательной, а х — длина стороны

треугольника, параллельной касательной.

398. Решение. Пусть сторона АВ прямоугольника ABCD,
вписанного в полукруг с центром О, лежит на диаметре.
Проведем радиус ОС. Обозначим OC — R, /LBOC = x. Периметр
прямоугольника выразим как функцию х:

P = 2R(s\nx+ 2cosx), где 0°<х<90°.

Периметр имеет наибольшее значение при tgjt=·^-, т. е.

когдаж=т·
399. ZL#OC = 45°, где О — центр данной окружности.

Решение. Обозначим AB = 2R и zL60C = jt. Тогда имеем:

CM = Rs\n χ, Α Μ = R + R cos x.

Следовательно,

ΑΜ + CM = R + R (sin x + cos x) =

= R [1 + Λ/2" sin (x+ 45°)l<( 1 +Λ/2") R,

причем равенство достигается лишь при х= 45°.
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400. Ι (α2 + 62)Υ3~ + α6 при ZC=150°.

401. 2 (а2-\-b2-\-ab λ/2 ). Указание. Установите, что

треугольники ABC, CNP, BEQ, AFM равновелики. Выразите
площадь S шестиугольника через длины сторон a, b и /LACB = x.

Докажите, что функция S имеет наибольшее значение, равное

2(а2 + 62 + а&У2~), при х= 135°.
402. Решение. Обозначим длины сторон АВ и AD

прямоугольника через χ и у соответственно, ZL BAM = a, Z DAN = β.
Тогда ZLM/4iV = 90° — (α + β)· Согласно условию задачи

Поэтому tg (α + β) =— ί'Τ~+-ο_)^ ν3 (в силу теоремы о среднем

арифметическом и среднем геометрическом).
Значит, α + β^60° и ΖΛΜΝ<30°, причем /L MAN= 30°

тогда и только тогда, когда ~=-^-, т. е. при — = -^г-.
2х όμ

Γ

у 2

403. Решение. Пусть Μ и N — точки, лежащие на

сторонах АС и ВС треугольника ABC. Обозначим СМ = х, CN = y,
а стороны треугольника ABC будем обозначать, как обычно,
а, Ь, с. Тогда ΜΝ2 = х2 -\- у2 — 2ху cos C = (x— у)2-\-2ху (1 —cos С).

Так как площадь треугольника CMN составляет половину
площади S треугольника ABC, то

xy=-ab=2 sin С

г1

Следовательно, MN2=(x~yf-\-2S tg —.

Отсюда следует, что отрезок MN с концами на сторонах
угла С треугольника ABC имеет наименьшую длину,

равную y25tg-|, при х=у= γ-γ ·

Если аналогичным образом построить прямую так, чтобы она

отсекала от данного треугольника треугольники с углами А и В-,
то их площади будут соответственно равны

VsstgA "A/sstgf
Будем считать, что c<Cb<Са. Тогда ZL С — меньший угол

треугольника ABC. Сравнивая результаты, приходим к выводу, что

отрезок MN, длина которого равна ~\/2,Stg —, является

искомым.

Точки Μ и N на сторонах АС и ВС треугольника построим по
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найденным значениям СМ = CiV=y4j- . Поскольку а<.Ь-\-с<.

<С2Ь, то Д/-5"<^ и задача всегда имеет решение.

404. Решение. Пусть прямая k пересекает сторону ВС

треугольника ABC в точке Μ (рис. 92). Проведем к прямой k

перпендикуляры BD и СЕ. Площадь S треугольника ЛВС равна
сумме площадей треугольников АВМ и АСМ.

Следовательно, S = -r- AM (BD-\-CE).
2S

получим: d =—,Обозначив BD-\-CE = d АМ = х,

причем если АС^.АВ = с и h(l — высота треугольника ABC, то

Если прямая k не имеет с отрезком ВС общих точек, то она

пересекает отрезок β,С, где β,—точка, симметричная точке

В относительно точки А. Расстояния от точек β, и В до прямой
k равны между собой, площади треугольников АВ^С и ABC также

равны. Следовательно, в этом случае получаем ту же формулу

d =
2S

Принимая во внимание изменение х = АМ при перемещении
точки Μ по ломаной ВСВЬ приходим к следующему выводу.

Если АС^.АВ, то d имеет наименьшее значение, когда

прямая k совпадает с прямой АВ\ если АС = АВ, то наименьшее

значение достигается для двух прямых АС и ЛВ.

Сумма d имеет наибольшее значение, если AM принимает
наименьшее значение. Таким образом, если Ζ1/1>90°, то сумма
d максимальна, когда k-L ВС; если /_А ·<90°, то при условии, что

k±. В]С; если zL/4 =90°, то наибольшее значение достигается для

двух прямых, перпендикулярных к ВС и #,С.
405. а) Решение. Пусть серединный перпендикуляр

т к отрезку А В пересекает прямую k в точке О (рис. 93). Возьмем
на прямой k точку М, лежащую но ту же сторону от т, что и

точка А. Тогда -^—=1 и -5тг<1· Обозначим АО = ВО = г, МО = х,
ВО ВМ

Рис. 93
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/LAOM = a, /LBOM = β. Применив теорему косинусов к

треугольнику АОМ, находим:

AM2 = x2-\-r2 — 2rx cos а = (л — x)2-\-4rx s\n2~.

Аналогично BM2— (r — xf-\-Arx sin2 -|-, причем 0°<α<β<

< 180°.

Для отыскания наименьшего значения -=-гт воспользуемся из-
Вт

вестным неравенством

"

,

с

>~ при 0·<α·<6 и с>0. Получим:г
о -\- с b r

AM2 2 . 2 /Ш
^ 2

^ τ , ИЛИ -ζττ^
(г — хг + 4гх sirr -£- 4rxsini!— sin-^ν ' τ

2 2 2

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда х= г.

Таким образом, если точка Μ лежит по ту же сторону от пря-
л AM

мои т, что и точка Л, то отношение -^гг имеет наименьшее значе-
вм

ние (а отношение ηττ-τ—наибольшее), когда ОМ = ОА.

В частном случае, когда прямая m не пересекает k и, значит,

прямая АВ перпендикулярна k, решение задачи упрощается.
б) Указание. Воспользуйтесь результатом задачи

пункта а).
406. Решение 1. Пусть точки А и В лежат на сторонах

данного прямого угла соответственно на расстояниях а и b от его

вершины О, причем а>Ь. Обозначим ОМ = х, Z.AMO = a,

ΖβΛίΟ=β и /LAMB = q>. Тогда имеем:

ctg <* = -£, ctg β=χ, ctg(p = ctg(a — β)=·
+α

α' ьк ft' 6Y -&v~ t-i
(а_й)х»

где х>0 и 0°<φ<90°.

В силу неравенства между средним арифметическим и

средним геометрическим двух положительных чисел имеем:

х+^^л^Ь.
χ

ν

~ ,
-^ 2Л[аЬ ^

Следовательно, ctg(p;^
*

,
и наибольшее значение φ

достигается при х=—, т. е. х = л[аЬ.
Решение 2. Через точки Α π В проведем окружность,

касающуюся другой стороны угла. Тогда точка касания Μ
искомая. Действительно, если УИ, — любая другая точка луча ОМ, то

ААМХВ< ААМВ.
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По свойству секущей и касательной к окружности имеем:

ОМ2= аЬ, или ОМ=~\[аЬ.

Приведенное решение остается в силе и тогда, когда данный

угол не является прямым.

407. Указание. Около треугольника ЛВС опишите

окружность. Биссектриса CD треугольника при продолжении
пересечет дугу А В в ее середине.

408. Указание. Пользуясь теоремой косинусов и формулой
площади треугольника S = -r- ab sin С, докажите, что

m;=-£+ 2SctgC.

Отсюда видно, что медиана тс треугольника с данным

основанием с и данным углом С будет наибольшей, если ctg С будет
положительным и площадь S максимальной.

409. /? = -£-, если ft^-jj-; R=^~ti—, если /z>-£-. Ρ е ш е-
λ λ on Z

н и е 1. Пусть О — центр окружности, описанной около

треугольника ЛВС. Тогда имеем: ОЛ -\-ОВ^ЛВ, или 2R^c, причем
2R = с только тогда, когда ZLC = 90°.

Если h^.— , то по данным АВ = с и СЯ = /г можно построить

прямоугольный треугольник ABC (Z.C = 90°), который и будет
удовлетворять условию задачи. При этом радиус R имеет

наименьшее значение, равное -г-.

Если же /г>-г-, то прямая, параллельная стороне АВ и

отстоящая от нее на расстоянии h, не пересекает окружность с

диаметром АВ.

Следовательно, вершина С треугольника ABC будет лежать

вне этой окружности и ZLC-<90o. В таком случае из формулы
2R = следует, что R имеет наименьшее значение тогда, ког-

sin С

да величина угла С наибольшая. Легко убедиться в том, что из

всех треугольников с данным основанием с и данной высотой
h наибольшим угол при вершине имеет равнобедренный
треугольник. Для такого треугольника

Итак, искомый треугольник является прямоугольным или

с с

равнобедренным в зависимости от того, будет /z^-r- или /z>-r-.
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При этом Rmin = ·

|, если Л<|,
с2+4/г2

8А ,
если h.

2
'

Решение 2. Пусть Μ — середина отрезка АВ. Обозначим
МИ через х. Тогда

а*-л/[*"+(т+*Л [*"+(т—Л

«й
По формуле /?=—- находим, что /?

у^+(*чла-0
2Λ 2//

Отсюда следует, что если /ζ^—, то при *: ■Vf Λ2 радиус

R имеет наименьшее возможное значение, равное
—

. Если же

/г>—, то радиус R имеет наименьшее значение при х= 0, причем

*^ ηιίη

с2 + 4А2

НИ

410.
alh

или bh. Указание. Обозначим через χ дли-
4 (« — ft)

ну стороны вырезаемого прямоугольника, лежащую на большем

основании трапеции. Тогда задача сводится к отысканию паи-

о hx(a — χ) , ^,

большего значения функции о = —, где Ъ^х<Са.

Площадь S имеет наибольшее значение, равное
a2h

A(a — b)
, при

jc =
^-,

если b<.— . Если же b^—, то Sllla„ = bh при x=b.

411. Наибольшую площадь имеет прямоугольник, вершина
Ε которого, противоположная А, лежит на границе четверти круга
и среди точек этой границы наиболее удалена от диагонали

BD. Именно если г^2(у2—1) α, то Ε является точкой

пересечения границы с диагональю АС; прямоугольник в этом случае

будет квадратом со стороной а—-у- г. Если же г<2 (~\/2~ — 1) а,

то в качестве Ε можно взять точку пересечения границы
четверти круга со стороной ВС или со стороной CD; прямоугольник
в этом случае будет иметь стороны длиной а и а — г. Таким

образом, в случае г= 2(у2—\) а задача имеет три решения: два

прямоугольника и квадрат имеют максимальную площадь,

равную (γ2 —1)2α2. Указание. Выведите формулу

2S = (x+ y-cif + a2-r2,
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в к

Рис. 94 Рис. 95

где S — площадь прямоугольника, х, у
— длины его сторон.

Проведите через точку Ε прямую, параллельную диагонали BD

квадрата, пересекающую прямую АВ в точке К (рис. 94). Тогда
ВК= \x-\-y — а\, так что площадь S искомого прямоугольника
имеет наибольшее значение тогда и только тогда, когда

расстояние ВК является наибольшим. Вычислите S для случаев, когда
Ε есть точка пересечения границы четверти круга со стороной
квадрата и с диагональю АС квадрата. Сравните результаты
вычислений.

412. Решение 1. Сначала рассмотрим случай, когда

сторона ЛВ вписанного прямоугольника ABCD лежит на радиусе
ОМ сектора (рис. 95). Пусть OM = R, центральный угол сектора
Z.MON= а. Величину угла МОС обозначим через х. Тогда имеем:

6С = /? sin χ, CD
R sin (α — χ)

0°<JC<a.
sin a

Площадь S прямоугольника ABCD есть функция от х:

R2 sin χ sin (a — x) R2 |cos (2x— a) — cos a]

sin a 2 sin a

Отсюда видно, что наибольшее значение S достигается при

cos (2x— a)= 1, т. е. когда *=—. Определим это значение 5,:

*-*! :— ^тах —
Я2 (1-cos α) Ι 2 а

2 sin a

Теперь рассмотрим второй возможный случай. Пусть
прямоугольник ABCD вписан в сектор так, что две его вершины
А и В лежат на дуге MN сектора (рис. 96). Биссектриса OL
является осью симметрии полученной фигуры, и, следовательно,

задача сводится к предыдущей. Площадь прямоугольника ABCD

будет наибольшей, когда площадь прямоугольника, вписанного

в сектор MOL, наибольшая, т. е. вершины А и В являются

серединами дуг ML и LiV.
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В этом случае Z./40L=—, т. е. наибольшая площадь

прямоугольника ABCD равна S2=/?2lg — .

Остается сравнить S, и S,2. Поскольку ig-^>2tg ~ при 0°<

<а<;90°, то S^~>S2. Значит, прямоугольник наибольшей
площади получится при первом способе построения, когда одна из

стЪрон прямоугольника лежит на радиусе, а вершина, лежащая
на дуге, делит ее пополам.

Решение 2. Пусть L — середина дуги MN. Построим
касательную к дуге сектора в точке L. Точки пересечения ее со

сторонами угла MON обозначим через Ρ и Q (рис. 95 и 96).
Если вершина С прямоугольника ABCD, вписанного в сектор

первым способом, совпадает с точкой L, то его площадь, равная
половине площади треугольника OPQ, будет наибольшей. Это

следует из задачи 392.
Если прямоугольник ABCD вписан в сектор вторым

способом, то, продолжив его стороны DA и СВ до пересечения с

отрезком PQ в точках Л, и β,, получим прямоугольник A^B^CD,
вписанный в треугольник OPQ. Используя опять задачу 392,

получаем, что SABCU<SA ,я,с/) <~
SOPQ

Итак, вписанный в сектор прямоугольник имеет наибольшую
площадь, если одна из его сторон лежит на радиусе сектора,
а вершина, лежащая на дуге, делит дугу пополам.

413. Решение. Рассмотрим прямоугольник ALMN,
описанный около треугольника ABC (рис. 97). Величину угла BAL

примем за независимую переменную х. Из треугольников ABL
и ACN находим:

/4L = ccosa", AN= b sin (х-\- α).

Следовательно, площадь прямоугольника ALMN есть

функция от х:
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S = be sin (χ-{- a) cos x.

Исходя из геометрического смысла задачи, находим область

изменения функции S:

χ + α<90°, χ<β, где β = Δ. ABC.

Преобразуем полученное выражение функции S:

S=— be [sin (2x + a) + sin α].

Учитывая область определения функции, получим следующий
результат.

Если 2β + α>90°, то площадь прямоугольника имеет

наибольшее значение SIII;1X=— be (1+sin α) при 2х-\- а = 90°, т. е.

x = 450—— . Условия χ^β и л:+а-<90о в таком случае

выполняются.

Если же 2β+ ^^90о, то функция S является

возрастающей, принимая при χ=β наибольшее значение S1Milx =
=6с sin (α + β) cos β.

414. Решение. Пусть А В = а, АК= х, BL = y, KL=z.

Площади треугольников AKN, BLM и CMN обозначим
соответственно через S,, S,2 и S3, а площадь треугольника ABC — через S.

Треугольники AKN и BLM подобны треугольнику ABC.

г 5, χ2 S.2 ц1
Следовательно, —- =

-—,
—- = -^-.

о аг Ъ а

Отношение площадей S3 и S выразим через отношения

отрезков:

S3_CN-CM _ ВК AL _(y + z){x+ z)

S
~

СА-СВ
~

АВ' АВ~ а1

Таким образом,
о

Si + S2+Sb=^ {χ2 + У2 + ζ2 + ху + yz + zx).
а

Легко проверить истинность тождества

6(x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx)=

= 4(x+ y + zf+ (x-y)2 + (y-zf-\-(z

Отсюда следует, что

о

x2 + y2-\-z2-\-xy + yz + zx^z- (x + y + zf

где равенство достигается лишь при x= y = z.
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Итак, 5,Н-52 + 53>^- 5

Поэтому SKLMN^.— S. При АК= KL = LB площадь

четырехугольника KLMN имеет наибольшее значение, равное —S.
о

415. Решение. Пусть в треугольник ЛВС вписан

прямоугольник, имеющий с треугольником общий прямой угол С.

Пусть на гипотенузе АВ лежит вершина Μ прямоугольника.
Диагональ СМ прямоугольника будет наименьшей, если она

перпендикулярна гипотенузе АВ треугольника, и, следовательно,
длина ее будет равна высоте h треугольника, проведенной из

вершины прямого угла С.

Рассмотрим теперь случай, когда две вершины К w L

прямоугольника KLMN лежат на гипотенузе. Обозначим АВ = с, KN =

= х и KL = y.

Так как треугольники CMN и ABC подобны, то У =у (h — χ).

Длину диагонали КМ выразим как функцию от х:

л
( сЧ у .

КМ*= х* +^ (h — xy =
c2 + h2 αΨ

c2 + hz

Отсюда находим, что диагональ КМ имеет наименьшее значение

ch c2h
равное d =

Так как
с

Л/с2+ If
·< 1, то d<Ch.

X С

ИЛИ
—=—

у h

Сравнив наименьшие значения, полученные для каждого из

двух возможных случаев, можем сделать вывод.

Из всех прямоугольников, вписанных в данный треугольник
ABC с прямым углом С, наименьшую диагональ имеет

прямоугольник KLMN, две вершины К и L которого лежат на

гипотенузе АВ и отношение сторон кото-

KN с

р°го ж=т-
416. Решение 1. Положим

АР = хАВ, где O^i^l, и выразим

вектор MN через СА и СВ (рис. 98).
Так как PN\\AC и РМЦВС, то

CN АР

СВ АВ
= Х,

СМ
_

ВР

СА
~

ВА
= \—Х.

Рис. 98

Следовательно, CN = xCB, CM

= ( 1 — х) СА, поэтому
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MN= CN — CM = xCB—(\—x)CA=AC+ x{CA + CB),

т. е. MN = AC-\- xCD, где CD— диагональ параллелограмма
ACBD.

Пусть xCD = CQ, тогда MN=AC+ CQ, или MN =AQ.
Полученное векторное соотношение подсказывает чисто

геометрическое завершение задачи. Когда точка Ρ пробегает
отрезок АВ, то χ меняется от нуля до 1, а точка Q пробегает отрезок
CD. Следовательно, длина отрезка MN будет наименьшей, когда

Q — ближайшая к А точка отрезка CD.

Заметив, что AMNQ — параллелограмм и точка Ρ лежит на

прямой NQ, приходим к следующему построению точки Р.

Достроим данный треугольник до параллелограмма ACBD, найдем
на его диагонали CD точку Q, ближайшую к Л, и проведем через
нее прямую, параллельную стороне АС. Точка пересечения этой

прямой со стороной АВ и есть искомая точка Р.
Если оба угла ACD и ADC острые, то Q — проекция точки

А на СО\ если ACD — не острый угол, то Q совпадает с вершиной
С, а Я — с Л; если же ADC—не острый угол, то Q совпадает

с D, а точка Ρ — с В.

Решение 2. Достроим треугольник ABC до

параллелограмма ACBD и обозначим точку пересечения отрезков MN

и CD через К (см. рис. 98).
Пусть СМ = х, CN = y, ^CKM = y,AACD = a и ABCD = $.
„ ,,„ j: sin α .... ц sin β
По теореме синусов находим тК= , Λ/ν=- .

sin (ρ sin φ

Следовательно, ΜΝ= (χ sin a-\-y sin β).
sin φ

Поскольку треугольники АРМ и ABC подобны, то

и Ь — χ а
—
=

—:—, или ί/ = α—- χ.
а о ''о

π & sin β
По теореме синусов

—=
. Принимая во внимание полу-

а sin α

ченные соотношения, преобразуем выражение для ΜΝ:

.... sin α / b \ sin α Γ b / α ΜΜΝ= [χ-\— ί/) = \χ-\— (α —— χ)\
sin φ \ α / sin β L " V * /J

и получаем

.... fcsina
„ . ΛΛ„

ΜΝ=
, где φ>β и 180° — φ> α.

sin φ

Отсюда следует, что если α<90ο и β<90ο, то длина отрезка
ΜΝ имеет наименьшее значение, равное b sin α, при φ = 90°,
т. е. когда MN.LCD.

417. а) 45°. Указание. Воспользуйтесь результатом
задачи 406 (решение 2).
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Рис. 99

б) 90°. Решение 1. Построим точку D, симметричную В

относительно середины Μ стороны АС треугольника ЛВС

(рис. 99). Обозначив ВС = а, ВМ = т, АСВМ = ААОМ= ц>, из

треугольников ABD и AMD находим:

Α В2 = а2 -\- 4т2 — 4am cos φ, АМ2 = а2 -\-т2 — Чат cos φ.

Из треугольника ABM cigA =
АВ2 + АМ2-ВМ'2

2S , где S

площадь треугольника ABC (см. задачу 214).
Подставляя в последнее выражение найденные значения АВ

и AM и учитывая, что S = am sin φ, получим:

cigA =
α2 + 2m2 —За/и cos φ

am sin φ

или ctg/l=- -(in φ \

2m

m
3 cos ·)

На основании неравенства между средним арифметическим
и средним геометрическим получаем:

I

cigA^s—— (2 л/2~ — 3cos(p).
sin φ

Равенство имеет место при а = т у2.

Если mb=
— ha, то sin φ 2mh

и cos φ:
2>/2~

При этом

ctg/l^O и наибольшее значение угла А равно 90°, оно

достигается при а = т\]2.
Решение 2. Обозначим луч DA через d (см. рис. 99). При

перемещении точки А вдоль луча d величина угла А

треугольника ABC изменяется и согласно задаче 406 принимает
наибольшее значение, когда А есть точка касания луча ά с окружностью,

проходящей через точки В и М. При этом по свойству
касательной к окружности имеем: DA2= BD·DM, или а = т у2.

Найдем соответствующее значение угла А. Пусть /LDAM =
= /LBCA=y и /LBAD=6. Тогда по формуле задачи 212 находим:

cigy-
т
■—cos φ

Л/2", , ctg6 =
Vsr

sin φ

Отсюда следует, что ctg/l=ctg(6— γ)= 0 и ZL/4=90C

204



/но п ы и
2S 2~\lp(p-a)(p-b)(p-c)

418. Решение. Имеем пп=—=-
а а

но V(^-fc)(P-C)<0'"''>i(p"c)=l
Следовательно, ha^.^\jp (р — а), причем равенство имеет

место только при Ь = с.

419. 1) Решение. Воспользуемся формулой 1а =

=-—^— cos-?-. Поскольку ~\[bc<i—^ , то 1„<1Л[Ьс cos—.
0 + 6' 2

^ * 2 "ν 2

Учитывая, что cosy=A/——— , получим: la^\jp (ρ —α).

Равенство имеет место только при Ь = с.

2) Решение. Применив неравенство Д/—^—^ 2
,

по-

лучим: m02 =-^ τ^1-^—~γ=Ρ(ρ-α).

Неравенство обращается в равенство при Ь = с.

420. Решение. Воспользуемся равенством

a* = (b-c)2 + 4Sigl·.

Заменив 2S = aha, получим a2 = (b — cf + 2aha tg у , откуда

a^2haig —, где равенство имеет место лишь при Ь = с.

Приведем геометрическое доказательство второго неравенст-
4

ва a^27„tgy, представляющее собой усиление

неравенства a>2/zatgy·
Продолжим биссектрису /ID треугольника ABC до

пересечения с описанной окружностью в точке Е. Проведем диаметр ЕМ

и обозначим через N точку пересечения его со стороной ВС. Так

как £—середина дуги ВС, то МЕ±ВС, BN = NC=~ и

Заметим, что АЕ^МЕ и DE^NE, поэтому

/Ш =Л£— DE^ME— NE = MN.

Итак, ЛО<ММ, т. е. /e<-|ctgy, или a^2laig-^,
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причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда точки

А и Μ совпадают, т. е. когда Ь = с.

421. Указание. Для доказательства геометрических

неравенств воспользуйтесь формулами задачи 161 и числовыми

неравенствами, приведенными в начале данного параграфа.
В частности, для доказательства неравенства ha-\-hb-\-hl,^9л

1.1.1 1
воспользуйтесь тождеством —-(-— -(-—=— и неравенством

па пь п1 г

Аналогичным образом докажите, что

(га + rb + r,:f > 3 (rarb -f rbrc + r,.ra) = 3/A
Во всех случаях равенство имеет место только для

равностороннего треугольника.

422. Указание. Установите, что πίλα — ml —j (b2—a2).
423. Указание. Используйте результат задачи 288.

Установите, что

(m(1 + m, + ^(.)2<3(m^ + m^ + m^) =|(a2 + 62 + c2)< (| rJ.
424. Указание. Пусть ААХ и ββ,— медианы

треугольника ABC. Докажите, что если а>й, то /LAAXB~> /LABXB. Для
этого около треугольника АВВ{ опишите окружность. Точку
пересечения окружности с прямой /4,β|, отличную от β,, обозначьте

через D. В треугольнике ABC угол Л больше угла β, поэтому
точка Л, будет лежать между точками β, и D. Обозначьте

ААА\В = а, Ζ/1β,β = β, тогда α>β.
Далее, к треугольникам АВАХ и АВВХ примените формулу

3 задачи 214. Из полученных соотношений

(mu+f)W+ 4Sctgf, (m, + !)2 = r + 4Sctg}
выведите, что та-\-~> ть-\--^ .

425. Указание. Воспользуйтесь неравенствами
задачи 421:

9л<рУз~<! R.

427. Решение. Воспользуемся формулой ab = 2Rha. Тогда
имеем:

ab + bc+ca = 2R(ha + hb + hc).
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Применим неравенства задачи 421:

Лв + Л6 + Лс>9г, 9/?>2рУЗ~·

Следовательно, ab + bс + са^ \8Rr'^4pr'\f3=4S "\/3~.

Равенство имеет место только при а = Ь = с.

428. б) Решение.

cos С = т-7—
= ггт-> ·

2ао я 2аЬ
-^

η

429. Указание. Воспользуйтесь неравенством hr^.lc и

Ф„
, 2аЬ С

ормулои 1Г =—— cos — .

r J c

a-\-b 2

431. 1) Решение 1. Сначала понизим степень синуса,
пользуясь формулой 2 sin2 Л = 1 — cos 2Л. Получим:

sin2/l Η-sin2 S + sin2 С = -^- (3 — cos 2А — cos 2β — cos 2C).

Выполним дальнейшие преобразования. Учитывая, что

cos (Л + β) = cos (180° — С)= — cos С,

имеем:

cos 2Л + cos 2β + cos 2C = 2 cos (Л + β) cos (Л — β) +
+2 cos2 C— 1 = — 2 cos С [cos (Л + fi) + cos (Л — β)]— 1 =

= — 1 —4 cos Л cos β cos С

Следовательно, sin2 A -\- sin2 β-4- sin2 С -= 2 -J- 2 cos Л cos В cos С

Попутно мы получили тождество

соз2Л + соз2в + соз2С= — 1 — 4 cos Л cos В cos С.

Теперь докажем истинность неравенства

cos Л cos β cos C^— .

о

Так как cos Л cos В=^ [cos (Л + fi) + cos (Л — fi)j<^ С1 _cos С)>

то cos Л cos β cos C^— (1 —cos С) cos C<|—·—=—

2 х 7 2 4 8

(здесь мы использовали неравенство а6<Ц-~—)).
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Равенство достигается только при Z-A= /LB= /-C, т. е. для

равностороннего треугольника.
Решение 2. Докажем истинность неравенства

cos 2/4 + cos 2β + cos 2С > —|.
He нарушая общности, можно считать, что zlC^ /LB^. Z-A.
Тогда имеем:

cos 2Л + cos 2/3 + cos 2C =

= 2 cos (A + В) cos (A — В) + 2 cos2 С — 1 =

= 2 cos2 С —2 cos С cos (Л — В)— 1 >

2">2 cos2 С —2 cos С- 1 =2 ('cos С-jY—1> -■

Равенство достигается тогда и только тогда, когда zl/4 =
= /LB= zLC, т. е. когда треугольник ABC равносторонний.

Доказываемые неравенства справедливы в силу тождеств,

полученных в решении 1.

Решение 3. Воспользуемся результатом задачи 288:

a2 + ft2 + c2<9/?2.

В силу формулы a = 2R sin А сразу получаем:

sin2,4 + sin2£ + sin2C<-9

Решение 4. Если О — центр окружности, описанной около

треугольника ABC, то вектор s =ОА-\-ОВ-\-ОС является

нулевым только для равностороннего треугольника.

Имеем ?= (CM + Ofi + OC)2>0.
Так как ОА -OB = R2 cos 2C, ОА · ОС= R2 cos 2β и ОВ-ОС=

= R2 cos 2Л, то после возведения в квадрат получим:

3/?2 + 2/?2(cos 2Л + cos 26 + cos 2С)>0,

з
или cos 2/4+ cos 26-|-cos 2С^——.

,2Использовав формулу cos2a=l—2 sin α, полученное нера-

4'

9
венство приведем к виду sin А + sin В-\-sin С<^-г.

2) Указание. Bocnoльзyйtecь неравенством r^.— R

ЛГк
. А . В . С

и формулой r = 4/?siny sin
у

sin
у.
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Доказываемые неравенства можно вывести также из

соотношений

cos 2/4 +cos 25 +cos 2С= — 1—4 cos A cos β cos C> —|,
имеющих место для любого треугольника, в частности для тре-

А В
угольника /I!β,С, с углами /+=90° —— β,=90°—- , С,=

= 90°—у. Выполнив соответствующую подстановку, получим:

A R С 1
cos A +cos β + cos С— 1 =4 sin

γ
sin
у

sin γ^ψ

3) Указание. Воспользуйтесь неравенством 2р γ3^9/?
(см. задачу 421) и формулой a = 2R sin /l.

432. Решение. Воспользуемся соотношениями

,2 «.2 , Лa' = bz + c*-4ScigA,

А_
2

a2 = (& + c)2-4Sctg^

a2 = (b-cf + 4Sig;l·

вытекающими из теоремы косинусов (см. задачу 214).
1.2 ι 2 '>

Из первого равенства находим clg/l =—L—^ .

Выразив таким же образом ctg В и ctg С, сложим эти

равенства почленно:

ctg^+ctgfi + ctgC=a2+^+c\
Аналогично, используя два следующих соотношения,

получаем:

ctg4+c.g4+c«gf=<u±^,
t„A ■ ι~Β ι *~

С _a> + b2 + c2-(a-bf-(b-cf-(c-af
ig 2 -l-ig 2 ~r-Ls 2

—

4S

В силу того что для любых положительных чисел а, Ь, с

имеют место неравенства

а2 + 62 + с2>± {a + b + cf>

>а2+ 62 + с2-(а-6)2-(6-с)2-(с-а)2,

приходим к неравенствам
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:tg>l + ctgfl + ctgC>| (ctg^+ctg-f+ ctg!-) >
>tg4+tg4+tg|

Далее, используя результат задачи 427, получаем:

-b2 + c2 ab + Ьс

AS ^ 4Sctg Л + ctg β + ctg С = т^ > jz > V3.

,4

Применим это неравенство к треугольнику с углами 90е——,

90°—~, 90°—-1 и получим:

А , ,
В ,

. С

tg4+igir+tgT>V3.

Остается доказать тождество

clgy+ ctg-2- + ctgy= clgy ctgy ctg —

Так как полусумма углов треугольника равна 90е, то

л
,

в

, С , А + В , С
к

2
^ к

2

ctg-5-=tg—5— ■ или ctg-o- = -

4
Л

<
B

1ctg у clgT-l

Отсюда и вытекает доказываемое равенство.
Легко проверить, что все неравенства обращаются в

равенства тогда и только тогда, когда ABC— равносторонний
треугольник.

433. Указание. Примените неравенства

ctg4+ctg|+ ctg|>3(lg|+tg|-+ tg|)>3V3
к треугольнику с углами 180° —2Л, 180° — 2β, 180° —2С (такой
треугольник существует при условии, что А, В, С — острые
углы).

434. Ρ е ш е н и е 1. Доказываемое неравенство вытекает из

соотношений

,gA+lg|+tg.|=^+^+c'-(a-^-(>-cf-(c-^>V3-
(см. решение задачи 432).

Решение 2. Воспользуемся неравенством задачи 421:
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Учитывая, что ra = pig —, r„ = p\g —, rc = p\g-^, получим

tg4+tg|+ tgy>V3.
Остается воспользоваться тождеством, приведенным в

решении 1.

Решение 3. В силу тождества

ctgy+ ctg-f + clgy=ctgy clg-| ctgy,

доказанного в решении задачи 432, имеем:

ι А, В.. В. С., С. А .

tgy tgy+ tgy tgy + tgy lgy=l-

Применив неравенство (x + y + zf^3(xy + yz + zx),
справедливое для любых положительных чисел х, у, ζ, получим:

tgy+ tgf+ tgY^VS.

Далее так же, как в решении 2.

435. Решение 1. Пусть ЛВС — данный треугольник. На

лучах ВС, С/4, АВ построим точки Χ, Υ, Z, такие, что ВХ = х,

CY = y, AZ = z. Воспользуемся неравенством

(BX + CY + AZf^tO.

Поскольку /L{BX, CY)= 180°— Ζ.С и точно так же для углов

между векторами ВХ и AZ, CY и ΑΖ, то после возведения в

квадрат левой части неравенства получим:

х2 -4- у2 + ζ2 — 2yz cos A — 2zx cos В — 2ху cos С > 0.

Выясним, при каком условии это неравенство обращается

в равенство. Складывая векторы ВХ, CY, AZ по правилу
многоугольника, получим ломаную, которая будет замкнутой тогда

и только тогда, когда BX-\-CY-\-AZ = 0. При этом получится
треугольник, углы которого соответственно равны углам
треугольника ABC, т. е. треугольник, подобный треугольнику ABC.

Итак, равенство имеет место тогда и только тогда, когда х, у,
ζ — длины сторон треугольника с углами А, В, С, т. е. при

условии, что выполняется равенство = —-—=
—-—.

sin A sin В sin С

Решение 2. Легко проверить, что если α + β +γ= 180°, то

имеет место тождество

211



χ2 + у2 + ζ2 — 2ί/ζ cos α — 2ζχ cos β — 2jo/ cos γ =

= (λ: cos β + У cos α — zf-\-(x sin β — ί/ sin α)2,

из которого и вытекает доказываемое неравенство.

Равенство

х2 + у2 + ζ2 — 2i/z cos α — 2zx cos β — 2xy cos γ
= О

имеет место тогда и только тогда, когда

χ У

sin a sin β
и ζ —χ cos β + ί/ cos α,

т. е. когда χ, ί/, ζ — длины сторон треугольника с углами α, β, γ.
436. Решение. Обозначим /LBAO = x, /LCBO = y,

Z.ACO = z. Тогда имеем:

2p = a + b + с = ОA | cos χ + cos (/I — x)\ +

+ Οβ I cos ,у + cos (β — ί/)] + ОС Icos ζ + cos(C —ζ)!

Поскольку cos χ+ cos (A—*) = 2 cosy cos fy—лч<^2 cosy и

две другие суммы преобразуются аналогичным образом, то

р^ОА cosy + ОЯ cos-|+ОС cos
у

.

При этом равенство достигается тогда и только тогда, когда

ЛВС
*=

у, # =у» 2= у,
т. е. когда точка О является центром

окружности, вписанной в треугольник ABC.
437. Решение. В треугольниках ВОС, СОА и АОВ

высоты, проведенные из точки О, равны соответственно л,, г2 и гч.
Обозначим ZfiOC= 2a, /LCOA=2$, ААОВ= 2у. В силу
задачи 419 и неравенства ha^.la имеем:

ri<y^2^3 cos α, г2<"\//?|/?з cos β, г3<л//?^~ cos γ.

Остается доказать, что /

Я ι + /?2 + Я3> 2 (У/?2Я3 cos a +У^Г cos β +Υ^2~ cos γ).

Положим Л^7=л:, Y^7=iy, Λ^7= ζ. Тогда получим:

χ2 + ί/2 + ζ2 ^ 2 (ί/ζ cos α + ζχ cos β + jci/ cos γ),

где α+β+Υ= 180°. Мы пришли 1к неравенству, доказанному
ранее (см. задачу 435).

Равенство достигается лишь тогда, когда α = β = γ и /?,=
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= /?2=/?з> τ· e· -лишь для равностороннего треугольника ABC и его

центра О.

439. Указание. Треугольники АХВ^С и ABC подобны.

Следовательно, ZCM,fi,= Ζ ВАС. Аналогично ZβЛ|C1 =
= Δ ВАС.

Если ABC — тупоугольный треугольник и ZC>90o, то Я —

центр вневписанной окружности треугольника АхВ\Си
касающейся стороны АУВХ.

440. Указание. Воспользуйтесь формулой a = 2R sin А,
примените ее к треугольникам ABC и АВН.

441. Указание. Пусть Δ ABC — данный, //-—его

ортоцентр, Л0, В{), С0 — середины сторон, Л,, β,, С, —основания

высот, Л2, β2, С2— середины отрезков ЛЯ, β# и СА/ (рис. 100).
Установите, что А{)В0А2В2 и А0С0А2С2—прямоугольники.

Окружность, построенная на отрезке С0С2 как па диаметре,
проходит через вершины этих прямоугольников, а также через точку

С,, поскольку Ζ С2С|С()= 90°. Точно так же она проходит через
точки Л, и β,.

442. Указание. Центр окружности девяти точек является

центром симметрии треугольников A0B0CQ и А.2В2С2 (см. рис. 100).
Следовательно, ортоцентр Η треугольника А2В2С2 симметричен

ортоцентру //' треугольника АиВ0С0. А так как Н' есть точка

пересечения серединных перпендикуляров к сторонам
треугольника ABC, то она совпадает с центром О описанной около

треугольника ABC окружности.
443. Указание. При гомотетии с центром Η и

коэффициентом k = 2 середины Л2, β2, С2 отрезков АН, ВН, СИ переходят
в точки Л, В, С, а окружность девяти точек — в окружность,

описанную около треугольника ABC. Следовательно, при этой
гомотетии треугольник Л,в,С| переходит в треугольник А'В'С.

445. Указание. Пусть данные точки Л,, β,,
С,—основания высот искомого треугольника ABC. Постройте точку Η

пересечения биссектрис треугольника АХВХСХ. Через точки Л,, Ви С,
проведите прямые перпендикулярно соответственно отрезкам
НАЬ НВХ и НС{. Докажите, что точки пересечения этих прямых

—

вершины искомого

треугольника ABC.

Задача имеет четыре решения,
так как точки Л,, β, и С,
являются также основаниями высот

треугольников АВН, ВСН и САН.

446. Указание.
Воспользуйтесь результатом задачи 444.

447. Решение 1. Докажем,
что касательные к окружностям
в их общей точке β,
перпендикулярны. Пусть СС\ — высота

треугольника ABC и точка Η — его орто-
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центр. Если Μ—середина стороны АВ, то ВХМ =АМ и

/LAB}M = /LA; если N — середина отрезка СИ, то ZC6|iV =
= /LACCx = 90o — /LA. Отсюда следует, что /LABXM + /LCB{N =
= 90°. Значит, ZM#|iV = 90°, т. е. МВ} и NB{ —

перпендикулярные касательные к окружностям в их общей точке Ви а потому

окружности ортогональны.
448. Указание. Пусть /?—радиус описанной

окружности, α, β, γ— величины углов треугольника ABC, ρ и рх
—

полупериметры треугольников ABC и /4,β,С,, S и S, — их площади.

Установите, что

p = R (sin α + sin β + sin γ),

Pi = R (cos-l + cos-L + cos-0,
S = 2/?2 sin α sin β sin γ,

1=2/? COS— COS
у

COS jr .

449. a2 + b2--=5c2.

450. Указание. Воспользуйтесь формулами
, . ο -\- с — а о о -\- с а

C{SA= 4S
И т«=-^--Т-

452. Решение 1. Пусть /LA < /LB, тогда ВС<АС и ε =

= /.ВМС<.90°. По теореме синусов находим:

AM sin (f —j4) BM _sin(B + fi)

CM
~

sin Л
'

CM
~

sin В

sin (к — Л) sin (e + S)
Учитывая, что АМ = ВМ, получаем:

sin A sin В

Разделив обе части этого равенства на sin ε, будем иметь:

ctg А — ctg 8 = clg В + ctg ε, или ctgE =— (ctg Л—cig В).

Решение 2. Пусть СИ—высота треугольника ABC

и /LA</LB<90°. Положим СН=\. Тогда АН = ctg А, ВИ=

= ctgB, ΜΗ = cig ε. Так как АМ = АИ—МИ, ВМ=ВН+ МН
и АМ = ВМ, то

ctg А — ctg e, = ctg β + ctg ε, или ctg ε=2" (ctg Л—ctg β).

Легко проверить, что полученная формула остается в силе

и тогда, когда Ζ В ^90°.
453. а2 -\-Ь2=2с2, где с — средняя по величине сторона

треугольника. Решение. Пусть А1В]СХ— треугольник,
сторонами которого служат медианы данного треугольника ABC
(треугольник /Ι,β,С, всегда можно построить). Если треугольники
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ABC и Л ι β ι С ι подобны и ЛВ — средняя по величине сторона тре-
л η π П1а тЬ тс

угольника ЛВС, то -г- =—=—J b а с

(поскольку меньшей стороне треугольника соответствует
большая медиана).

На основании тождества задачи 161

ml + ml + m2c=^ (a2 + b2 + c2)

заключаем, что коэффициент подобия равен у-т
■

Значит, т\=— с1. В силу формулы т2 =^—г ^— это равенство

равносильно соотношению a1 -\-h'1=2c2.
455. Указание. / способ. Пусть медианы ЛЛ\ и ВВХ

треугольника ЛВС пересекаются в точке М. Воспользуйтесь
результатом задачи 452 и, обозначив АААхС= а, Ζΐββ,0 = β,
докажите, что

clg a + ctg β=1 (ctg A + clg B-2 ctg C) = 2*~£~*.
II способ. Используя соотношение, связывающее отрезки

хорд Л|5, и СМ окружности, описанной около четырехугольника

А1МВ]С, докажите, что т^ =— с2.

456. Указание. Воспользуйтесь подобием треугольников
СС|5 и ВСХМ, где СС{ — медиана треугольника ЛВС.

457. а) Решение. Пусть С/С — биссектриса треугольника
ЛВС и О — центр вписанной в треугольник окружности. Тогда
ЛО — биссектриса треугольника ЛСК. Согласно свойству
биссектрисы угла треугольника

-5-77=—, или AK= kb, BK= ka, где /г>0.
ВК а

А так как с = /г(а + 6), то k =——.

Поскольку ЛО — биссектриса треугольника ЛСК, то

СО _АС _ 1 _а+ Ь

~OK~~AK~~k~ с
'

б) a: fr:c = 4:3:5. Указание. Используя результат
задачи пункта а), составьте систему уравнений:

I
Ь + с = 2а,

а-\-с = 36.
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458. Решение. Пусть О — центр окружности, вписанной

в треугольник ABC, Л, и 5, — середины сторон ВС и АС,
АОАхС= а, ΖΟ£,0= β.

В силу формулы задачи 452 имеем:

ctga + ctg[3=- ^ctg_+clg-2—2ctgy).
Если вписанная в треугольник ABC окружность касается сто-

Q

ропы ВС в точке /С, то СК= р
— с и CK = r ctg — Отсюда

2

4
С

ctg-s-
г

Λ , А р
— а .В

Аналогично ctg—=-—— и ctg2 г
ь 2 г

'

Таким образом, ctga-|-ctg[3 = . Отсюда следует, что

если a-(- ί? = 2с, то a + β =180°, и, обратно, если α + β =180°, то

a-\-b = 2c, т. е. верно и требуемое утверждение, и ему обратное.

459. с =±±±.

461. а) Вершина большего из углов А и В треугольника ABC.

Указание. Пусть расстояния от точки М, лежащей на стороне
АВ треугольника ABC, до двух других сторон равны χ и у. Тогда
2S = ax-\- by, где S — площадь треугольника ABC.

Отсюда видно, что если а = Ь, то x-\-y = hu, т. е. сумма
расстояний от точки Μ до сторон ВС и АС постоянна и не зависит от

положения точки Μ на стороне АВ.

Далее установите, что если a<Cb, то x-\-y^ha, причем
равенство имеет место только тогда, когда точка Μ совпадает с

вершиной А треугольника.
б) Вершина наибольшего из углов при условии, что

треугольник разносторонний.
462. Указание. Воспользуйтесь следующей формулой

А В С
r = 4/?sin — sin— sin— и тождеством cos A -\- cos B-\- cos С =

, ,
. . А . В . С

= 1+4 sin - sin - sin-.

463. Решение. Сумма расстояний от центра описанной

окружности до сторон треугольника заключена между
наименьшей и наибольшей высотами (задача 172). Следовательно, в силу

предыдущей задачи получаем R-\-r^.ha.
464. Решение. Имеем:

(A
R С\

1 +4 sin
у sln~o s'n τ) = Я (cos /1 + cos 5 +cos С).
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Использовав формулу a = 2R sin Л, приведем доказываемое

неравенство к виду

(cos A + cos В + cos Cf— (sinM + sin2fi + sin2C)<0.

Преобразуем левую часть:

2 cos Л cos 5+ 2 cos C(cos Л + cos 5) + cos2y4 + cos 2β +

+ 2 cos2 С—1 =
= cos(>4 —β) +cos (Л + В) + 2 cos C(cos Л + cos β)+

+ 2 cos (Л + 5) cos (Л — 5) + 2cos2C— 1 =

= cos (Л — В) — 1 — cos С [ 1 — 2 cos Л — 2 cos 5 + 2 cos (Л — β) +
+ 2cos(>4 + 5)l =

= cos(y4 — 5)— 1 —cos C(l — 2 cos Л —2 cos β+ 4 cos Л cos β =

= cos (Л — β) — 1 — cos С (1 — 2 cos Л) (1 — 2 cos β).

He ограничивая общности, можно считать, что либо оба угла
Л и β не меньше 60°, либо оба они не больше 60°, тогда

(1—2cos>4)(l—2cos5)>0.

Кроме того, cos (Л — β)— 1 <;0 и cos С^О (треугольник не

тупоугольный). Следовательно, полученное выражение
неположительно.

Равенство достигается только для равностороннего или

равнобедренного прямоугольного треугольника. Действительно, из

приведенных выше выкладок следует, что для достижения

равенства необходимо и достаточно, чтобы cos (Л—β)=1
(т. е. Z/1=Zj5)h либо cos С = 0 (т. е. ZC= 90°), либо cos Л =

= cosB =^ (т. е. ZЛ=Zβ= 60o).

466. Указание. Выразив двумя способами отношение

площадей АСМ и BCN, ACN и ВСМ, установите, что

AM _АС-СМ AN
_

AC-CN

BN~BC-CN' ВМ
~~

ВС-СМ
'

Перемножьте эти два равенства почленно и, учитывая, что

АМ = ВМ, получите требуемое соотношение.

Обратное предложение докажите способом от противного.

лип л \i b2c DA, а2с у-,,. ab\2a2-\-2b2 — c2
467. AN=-——2, BN =-T—2, CN=

v

.^ _ или
аг + Ь2 a2-\-b2 a2-\-b2

CN=——— mc, где mc
— длина медианы СМ.

a +b
468. Решение. Симедианы треугольника ABC

пересекаются в одной точке Ρ согласно теореме Чевы (см. задачу 352).
Пусть CN — симедиана треугольника ABC. Расстояния от

точки Ρ до сторон ВС и АС обозначим через χ и (/„-расстояния от

,- χ h
точки N до этих сторон

—

через /г, и h2. Тогда —= —!-. Выразив
У "2
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двумя способами отношение площадей треугольников BCN

и ACN, получим: -ττ7
=

τί-·J AN bh2

ВΝ α2
С другой стороны, AN b2

,-, h\ α χα

Следовательно, —=— и —= —
.

h2 b у b

469. Указание. Примените теорему Ван-Обеля (см.
задачу 353).

470. Решение 1. Пусть расстояния от точки N стороны
АВ треугольника ABC до сторон ВС и АС равны соответственно

χ и у. Тогда площадь S треугольника ABC выражается через

χ и у формулой 2S = ax-\- by. Отсюда

2S — ах

/* 1> ι 2 /ι ι "2\ 2 'luS

Следовательно, сумма хг-\-у=11-\-—\х 2-
Ь2

2aS 2bS ~

имеет наименьшее значение при х= —, г и ц = —, ? . 1ак какh
a2 + b2

V
aJ + lr

χ a Slu:N ддг ax βν α*

7—Τ
и

~s^~~Μ~~ьу'
το

~αν~Ίϊ'

Значит, точка Ν, удовлетворяющая условию,— основание си-

медианы CN треугольника.
Решение 2. Легко проверить справедливость тождества

(ax+ byf + (bx-ayf = (a2 + b'2)(x2 + y2).

Если χ и у— расстояния от некоторой точки стороны АВ

треугольника ABC до сторон ВС и АС, то ax-\-by = 2S.

Учитывая это, получаем х -\-и ^—0 г, причем равенство
ir + bz

, χ а

достигается только при Ьх = ац, или —= —

.

у ь

Значит, искомая точка—основание симедианы

треугольника, проведенной из вершины С.
'

471. Точка Лемуаиа (см. задачу 468). Указание.

Воспользуйтесь легко проверяемым тождеством

(ах -\- by -f- czf -f- (ay — bxf -\- (bz— cyf -\- (ex— azf =
=(аЧ&Чс2)(^+/+ г2).

472. a) Решение. Введем на плоскости

прямоугольную систему координат с началом в середине стороны АВ так,
чтобы вершины треугольника ABC имели координаты А ( — 1; 0),

218



β(1; 0) и С (a; b). Если Μ (χ; 0)—произвольная точка прямой
Л β, то

Следовательно, сумма квадратов расстояний имеет наимень-

1
шее значение при * =—а.

XJ

б) Центроид Μ треугольника. Указание. Выберите на

плоскости прямоугольную систему координат так же, как в

случае а). Тогда

Αί/!ΐ2 + Αίβ2 + Αίβ2 = 3(*-|-)2 + 3(.ν-|)2 +| (аЧ^ + 3).

473. Решение 1. Пусть больший угол С треугольника
ABC меньше 120° (рис. 101). В таком случае окружности,
описанные около треугольников ВСА^ и СЛВи кроме точки С, имеют

еще одну общую точку Р, лежащую внутри треугольника. Так

как Z/l,= Ζβ,=60°, то Ζ ВРС= АСРА = 120°, а также

и /LAPB = 120°. Таким образом, стороны треугольника ABC
видны из точки Ρ иод р'авиыми углами. Поскольку /LAPB-\- ZL С, =
= 180°, то окружность, описанная около треугольника АВСи
также проходит через точку Р.

Докажем, что точка Ρ лежит па отрезке ΑΑλ. Действительно,
так как /LAPB=\20° и по свойству вписанных углов ZL/4,P# =
= 60°, то их сумма равна 180°. Точно так же доказывается, что

прямые ВВ] и СС, также проходят через точку Р.

В случае, когда угол С треугольника ABC больше 120°,
доказательство аналогично, но точка Ρ лежит вне

треугольника.

Если же zLC= 120°, то точки Л, Л, и С лежат на одной
прямой, так же как и точки В, β, и С. Окружности, описанные около

треугольников ВСАХ и САВЬ касаются друг друга в точке С

(точка С лежит на линии центров этих окружностей). Ясно, что через

точку С проходит и третья окружность, описанная около

треугольника ABC].
Решение 2. При повороте вокруг точки С на 60° точка

В перейдет в точку Л,, точка β, — в точку А и отрезок ββ, — в

отрезок Л,/4. Значит, А]А = ВВ] и угол между прямыми ββ, и ААХ
равен углу поворота: если Ρ — точка пересечения этих прямых,
то Ζβ/Μ,= Ζβ,/Μ=60°.

Отсюда следует, что точка Ρ лежит на каждой из

окружностей, описанных около треугольников ВСАЬ САВ{ и ЛВС,. Так

же как в решении 1, доказывается, что прямая СС1 тоже

проходит через точку Р.

474. а) Указание. / способ. Пусть прямые АА{ и ββ,
пересекаются в точке Р. Так как все углы треугольника ABC мень-
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Рис. 101

ше 120°, то точка Ρ лежит внутри
А< треугольника ЛВС (см. рис. 101).

Примените поворот вокруг точки

В на 60°, при котором точка А

перейдет в точку С,, и докажите, что

точка Ρ перейдет в точку Рх, лежащую
на отрезке ССУ

Следовательно, РЛ + РВ + РС=
= СС|. Далее покажите, что при

указанном повороте любая точка М,
лежащая внутри треугольника,

переходит в такую точку Ми что

+ мс>сс,.

Таким образом, сумма расстояний от точки Ρ до вершин

треугольника ЛВС является наименьшей. Из решения предыдущей
задачи следует, что точка Ρ лежит внутри треугольника

и /L BPC= /LCPA = έ.ΛΡΒ= \20°.

II способ. Пусть Ρ — точка, лежащая внутри треугольника

ABC, из которой все стороны видны иод углом 120°. Через
вершины треугольника ABC проведите прямые, перпендикулярные

отрезкам РА, РВ и PC. Точки пересечения этих прямых
являются вершинами равностороннего треугольника /l^C,. Затем

воспользуйтесь результатом задачи 172.

475. Решение. Из решения предыдущей задачи

следует, что

РА + РВ + РС=СС1,

где Ρ — точка Торричелли и С, — вершина равностороннего

треугольника /4SC, (см. рис. 101). Длину отрезка СС} найдем из

треугольника АСС{ по теореме косинусов:

CC? = 62-fc2 — 2fcc cos (/1+60°) =

= b2 + с2- be cos A +W be sin A = b2 + c2- b'Чс'~'а*
+ 2S^[3 .

Итак, CC;=°2 + ^+ c'+2SV3"·

476. Решение. Из условия задачи следует, что А —

больший угол треугольника ABC. Если Ζ/4·<120ο, то, используя

результат предыдущей задачи и неравенство а2-\-Ь2-\- с2^4S д/3
(см. задачу 434), получим:

*, + *2 + *3>ЛД (a2 + 62 + r + 4S\/3")>V45W =У^Г^ ·

Но сторона а наибольшая, поэтому
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Если же Z./4^120°, то наименьшее значение достигается

в вершине А и поэтому 6, + k2 + kA^b + c^2~\[bc ~>Л}?>Ьс .

Таким образом, для произвольного треугольника ЛВС имеем:

a^b, a^c.

477. Указание. Задача решается аналогично задаче 473.
478. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 477.

479. а) Решение. Обозначим NA = x, NB=y, NC = z. По

теореме косинусов имеем:

х2 = z2-\-b2 — 2bz cos φ,

у2 = χ14- с2 — 2cx cos (p,
ζ2 = у2 -\- α2 — 2αу cos φ.

Сложив эти равенства почленно, получим:

а2 + Ь2 + с2 = 2 (сх-\-ay-\-bz) cos ψ.

Воспользуемся еще равенством, выражающим площадь S

треугольника ABC: 2S = (cx-\-ay-\-bz) sin ц\

~ , а2 + Ь2-\-с2
Отсюда находим ctg(p=- 4S

и2 + Ь2 + с2
Учитывая, что ctg Л +ctg β + ctg С = -^— (см. решение

задачи 432), получаем ctg ср = с I g A -f- ctg Б-(-ctg С.

480. Указание. Рассмотрите треугольники АСС] и ЛЯС,.
481. Указание. Проведите перпендикуляр А^К к высоте

СС,. Установите, что -^ττ
=

ις и tg —=-=, или докажите, что

АВ = ВАУ.

482. sin C = cos A tg β. Указание. Из условия задачи

следует, что /4C, = 6coS/4, C}B = a cos /3, —j=—. Используя

теорему Чевы, получите равенство 6 cos Л =с cos β, которое
равносильно соотношению sin C = cos A tg В.

483. Указание. Около четырехугольника CEDF опишите

окружность.
484. 1) Решение. Треугольники ABC, ACD и BCD

подобны. Следовательно,
г, Ь г2 а

г с
'

г с

221



Обе части

возведем в

каждого равенства
их.сложим

л

Рис. 102

квадрат и

Учитывая, что а -\-Ь2 = с2, получим

r\ + r\= r\
2) Указание.

Воспользуйтесь формулой 2r = a-\-b — с.

485. Решение. Рассмотрим
в четырехугольник HO]D02 (рис. 102).
Так как ЯО, и Н02— биссектрисы
смежных углов, то ZO,//O2= 90°.
Точно так же ZO,DO2= 90°.

Значит, вершины четырехугольника HOxD02 лежат на окружности
с диаметром Ох02 и Ζ/УО,02= Ζ #D02= 45°. Отсюда следует,
что треугольник НОх02 является прямоугольным равнобедренным.

Рассмотрим треугольник DOx02. Из подобия треугольников
A CD и BCD имеем:

r, и

Но DO, = r,V2". £>02 = л2У2~, поэтому ^j-=~ ■

Следовательно, прямоугольный треугольник DOx02 подобен
треугольнику ABC и Ζ 02OxD= Δ. Α = α.

Из подобия треугольников ABC и BCD следует, что Z.BCD =

= Ζ/4 =α. По свойству вписанных углов Ζ 02HD = Z 020,D = a.

Значит, Н02\\ВС (аналогично ЙО{\\АС). Теперь ясно, что

Ζ CNM = Ζ 02HD = α.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы:

1) треугольники CMN и ABC подобны;

2) треугольники CKL и НОх02 также подобны, а так как

НОх = Н02, то CK=CL\
3) CH = HM = HN.

Кроме того, СН= НОх, так как ИО]\\АС и СО} — биссектриса
угла A CD. Следовательно, точки С, Μ, Ν, О, и 02 лежат на

окружности с центром Н. Вычислим радиус этой окружности.
Из треугольника DOx02 по теореме Пифагора имеем:

Ox02 = ^2{r]+ r\).

Учитывая, что г\-{-г\ = г1 (см. задачу 484), получаем:

0,02= rV2" и HOl = H02=r.

Примечание. Применив теорему Птолемея к вписанному

четырехугольнику HO{D02, легко„получить соотношение //D =
= г\ -\~г2- Тем самым будет доказано, что CD = r-\-rx -\-г2 (см.
задачу 484).
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486. Решение. 1) Пусть О —

центр данной полуокружности; г,
и г2—радиусы окружностей,
вписанных в криволинейные
треугольники ACD и BCD; a, b, с — стороны

треугольника ЛВС (рис. 103).
Положим AD = m, BD = n, CD =

— /ζ. Тогда имеем:

АО
т-\-п
~~2~~'

00,=

ОЕ = -

т

т-\-п

2

■гг.

1>

Применив теорему Пифагора к треугольнику ΟΟ,Ε, получим:

//71 +Л \2 /П — т . \2 2 2 , η ι\

[—72 г,J
—

^—γ-+ r,J =r„ или ri + 2nr, — mn = 0.

Учитывая, что ηιη = ϊΐ2, находим положительный корень

уравнения: /-,=
— тг+ yn2-\-ti2.

А так как «2 + Л2 = а2, то г,=а — п.

Аналогично r2=b— т.

Следовательно, r]-\-r.2 = a-\-b — (m-\-n) = a-\-b— с = 2г.

2) Из формулы г{ = а — п следует, что гх-\-п — а, или β£=

= ВС. Аналогично AF = AC. Пусть Ζ/4 = α, тогда Z/4C/7 =

= 90°—|, Z,4CD = 90o-a, ΖΟ^= |·. Поскольку ZSCD = a,

то СУ7 — биссектриса угла BCD.

Аналогично докажем, что СЕ — биссектриса угла ACD.

Заметим, что Z£,CF= 45°.

3) Пусть ST — средняя линия трапеции £Ό,0.2/\ Тогда

Так как EF = rl -\-r2 = 2r, то ST = ET = FT = г. Отсюда следует,
что Ζ ESF = 90°.

Построим окружность с центром S радиуса г\2. Эта

окружность пройдет через точки Ε и F, а также через вершину С, так

как Z£S/7 = 90° и Z£C/7= 45°.

Итак, SC = SE = SF= r^.
4) Точка S одинаково удалена от сторон АВ и АС, поскольку

AC =AF и SC=CF. Она одинаково удалена и от сторон АВ
и ВС. Значит, S — центр окружности, вписанной в

треугольник ABC.

5) Окружность, описанная около треугольника АСЕ,
проходит через точку S, так как Z/4CS — 45° и Z/4£\S=135°.

Аналогично получим, что окружность, описанная около тре-
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Рис. 104

угольника BCF, также проходит
через точку S.

487. Указание. Установите,
что радиус гу искомой окружности

выражается через стороны данного

прямоугольного
треугольника формулой гу = а-\-Ь — с.

488. Решение 1. Для
определенности будем считать, что

АС>ВС (рис. 104). Обозначим
Ζ А = а. Тогда ABCM=ABCN= a

и AACN = 90° + а. Выразив
отношение площадей треугольников
АСМ и ВСМ, ACN и BCN двумя
способами, получим:

ЛМ А С cos a AN AC cos α n AM AN
Значит· ш=ш

A

MB ВС sin α
'
MB bc sin α

Решение 2. Проведем касательные к окружности в точках

и В. Обозначим точки пересечения их с прямой CN через
AM EC ΑΝ ΛΕ

Ε и F. Имеем:
-7777= СГ '

NB В И

Но АЕ = ЕС и BF = CF. Следовательно, -тттг
=

т7Т7.
MB NB

491. arctg3, arctg2, 45°. Указание. Найдите угол
С треугольника ABC, используя подобие треугольников АСМ
и BCN.

492. 1.

493. 9,6. Указание. Установите, что PQ = 2/4#cosC.

494. Z,4 = Zfi = arctg3, ZC = arccos
5̂

Указание.

Обозначив ВС= а, АЕ= т, А^Е= х, установите, что

л: =
а

2

2 9 2
-г—, тг =—а1.
4т 20

Затем примените теорему косинусов к треугольнику АСЕ.
и2

495. Решение. Обозначим А]Е = х, тогда тах=—.

Следовательно, АА, = та-\~-—= ·

п' "

4т„ 2т„

Аналогично ββ,=
а2 + с2
2mh

Таким образом, имеем: АА\—ВВ"\ =
2\2

(ir + cT (ir + r)·

4т;; 4т£

Выразим медианы та и mft через стороны треугольника и,

выполнив необходимые преобразования, получим:

АА^-ВВ2^
(а<-Ь')(а* + Ь*-а'Ь'-с*)

\6т2ит1
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Отсюда следует, что АА]=ВВ1 тогда и только тогда, когда а = Ъ

или с4 = а4 — a2b2-\-b*.
14 Я

496. Пусть АС= ВС, тогда mfl = mft =— R, mc =—R.

Указание. Обозначив /-С= 2х, получим уравнение

cos χ (Д/5 — 4 cos 2х -\-cos χ) = 2, 0°<л:<90о, откуда cosx= —.

497. Указание. Воспользуйтесь формулами

d2 + b2 :λ
2

и а = 2/? sin /l.

Докажите, что mj: — R2 = R2 cos С [cos C + 2 cos (/4 — В)\.

Указание. Установите, что498. OM = ON=\.

ZMON=90°+! ZC.

499. У(Г; 105°·

500. 1+ΥΪ7~. Решение. Пусть ВМ = т, СМ = п н АВ =

= 2а (рис. 105). В силу свойства биссектрисы треугольника

2а т

т + я
=—, или 2ап = т(т-\-п).

Так как BL — касательная к окружности, а ВС — секущая, то

а2 = т (т-\-п).

VTT-1
Из полученных равенств находим п =— т а.

При « = 4 получим ВС= т-\-п= 1 -\-Д/17 .

501. АС =
13

/?, Λβ = R. Указание. Если
2

Ν'
4

/.ВАС= а, то Z/40C= 2a и /4С= 2/? sin a. Воспользуйтесь
свойством касательной: АВ2= ВС- BD.

Пусть АВ = с, CD = x, тогда BD = ?>x.

Получим с'2=\2х'2, cos a
8х

sin a = -^-—
4

Рис. 105



с

Рис. 106

502. BC = ~\Jb (b — c)\ R = -r-7— ■ Указание. Установите, что

ОР\\АВ. Воспользуйтесь подобием треугольников ЛВС и ОPC,
где О — центр окружности.

503. —— . Ρ е U1 е и и е 1. Выразим биссектрисы СЕ и СИ

треугольников через стороны a, b и углы при вершине С

(рис. 106). Обозначим Z./lCD = 2a, Z.BCD = 2\i и получим:

,,,, 2аЬ „ „ 2ab
,.

СЬ=—— cos a, Cr =
, L

cos p.
a + ft a + *

На луче CD построим точку М так, чтобы Ζ.С/ГМ = 90°. Тогда

.,,, С£ 2ab
см=—=——.

cos a u-\-o

Аналогично если на луче CD построить точку N так, чтобы

Z.CFN = 90°, то CN =^-.
Значит, точки Λί и Λί совпадают и СМ — диаметр

окружности, описанной около треугольника СЕН.

Таким образом, центр окружности лежит на отрезке CD, ее

радиус равен
—— и не зависит от величины угла АСВ.

r J r a-\-b
J

Решение 2. Через точку Ε проведем прямую параллельно

стороне А С, пересекающую отрезок CD в точке О. Тогда

СО АЕ а

OD ПО

R F π

Поскольку также -гтг
=
т> то прямая ОИ параллельна сторо-

г и о
г г

не ВС.

Треугольники СЕО и СИО равнобедренные: ОС = ОЕ=ОН.

Значит, О — центр окружности, проходящей через точки С,
Ε и И. Обозначив СО = г, из подобия треугольников ACD и EOD
имеем:

Ь — т

, откуда г-
аЬ

а + Ь
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1 22
504. arccos —

, -5- . Решение 1. Пусть Δ. Α =2α. Применив

теорему синусов к треугольнику АСМ, получим:

sin За 11

sin а 9

Применив формулу sin3a = sina(3— 4 sin2 а), найдем, что

2
sin a =—

·

О

Пусть CD — высота треугольника ABC. Тогда OD — радиус
вписанной окружности. Из треугольника AOD имеем OD =

= 1 1 sin a =— .

Решение 2. В силу свойства биссектрисы треугольника

АС 11 АВ ВМ 2
имеем:

СМ 9
'■

АС СМ

п „ AD 1 DO 1
Следовательно, cos/1 =-гтг=

— и ——=—
.

Радиус окружности вычислим, пользуясь теоремой
Пифагора.

Пусть AD = x, тогда АС= 9х, CD = 4x^, OD=^=.

Поскольку /10=11, то л:2 + -н-=121, откуда х=—г—.
О о

22
Значит, OD=— .

505. /46=12, 6С=10. Указание. Проведите
касательные к окружности, параллельные сторонам АВ и ВС.
Рассмотрите полученный описанный шестиугольник. Докажите, что

cos B=-— .

AM

506. 2(2 — k). Решение. Пусть окружность, вписанная

в треугольник, касается стороны АВ в точке L. Тогда
AM-AN = AL2.

Обозначив AiiV = m, AN = n, BC= a и АВ = 2с, имеем:

(т -\-п) п = с2.

Так как ВМ = BL = c и cos В =—

, то, применив теорему коси-
а

,

г г

нусов к треугольнику АВМ, получим:

(т + я)2 = 5с2 —4с2·-.
v

a

Разделим это равенство почленно на предыдущее. Учитывая,

что —= я, получим: —= 4 —2я.
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507. ВС=\6, АС=\2. Указание. Установите, что АМ =
з

= А С и cos А =-)г .

5

508. A/W.
509. V2/?", лЩт. У к а з а н и е. Проведите диаметр CD

окружности.
510. Решение. Пусть отрезки ЛВ и CD пересекаются

в точке L. Треугольники ACL и DBC подобны, поэ-

пГк CA- СВ

тому C/J =———.

Биссектрису CL треугольника ABC с углом С, равным 120°,
п

. СА · СВ
,.

выразим через стороны: LL= „, , ,,„
. Из полученных соотпоше-v f v

LA + LB J

иий и вытекает утверждение задачи.

Задача представляет собой перефразировку задачи 38 и

может быть решена разными способами, например с помощью

теоремы Птолемея (см. задачу 521).
511. 2л[аЬ. Указание. Воспользуйтесь результатом

задачи 71.

512. 36°.

513. 4,5. Указание. Докажите, что трапеция ABCD

является равнобочной и AD = AB.

π* л аЛ[4Ь2 — {а — а)2 .

, rtf
_

514. ,
а <. а <. а 4-zb. Если а = а, то четырех-

угольник является ромбоидом и задача становится

неопределенной. Равенство г =—— имеет место тогда и только тогда, когда
а-\-Ь

a = d и Ζβ = 90°. Указание. Постройте точку Е,

симметричную точке В относительно диагонали АС, и рассмотрите
треугольник CDE.

515. 2 Л +-U R\ 516. (\ +±=££ul\ R'\
\ sin β/ V 2 sin β /

517. rtg-pr. Решение. Пусть ABCD — данная трапе-
а — о 2

J '

ция, АВ = а, CD = b, причем a>b (рис. 107).

Применим перенос на вектор CD. При этом точка В перейдет
в точку F, принадлежащую стороне АВ. В силу свойств
параллельного переноса DF\\BC и DF=BC. Поскольку трапеция
описана около окружности, то AD-\-DF =AD-\-BC = a-\-b.

Высота DH треугольника ADF равна диаметру 2л
окружности. Применим к треугольнику ADF формулу задачи 214 и

получим: AF2 = (AD + DFf— 4Sctg-£.

Но AF = a — b и S = (a—b) г. Следовательно,
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(a-bY = (a-^b)2-4(a-b)rctg~,

откуда г-
ab , α

а — Ь ^~2
Задача имеет решение при условии,

а>Ь.
α _. а — b

что smT<^'
518. 4.

519.
8
-1, /г<4. Ρ е ш е н и е.

Обозначим ЛВ = 2а, С/) = 26, MN = m

и ΛΝ= η. Поскольку трапеция
описана около окружности, то ВС = а-\-Ь.

п D
а
— Ь

Следовательно, cos ΰ=——- .

a-\-b
Заметим, что ВМ = а, и применим теорему косинусов к тре

угольнику АВМ.
2 а — Ь

а + Ь
Пол учим {m-\-nf — Ъа2 — Аа

В силу свойства секущей и касательной к окружности имеем:

(т-\-п) п = а2.

Разделив на это равенство предыдущее, получим:

—=
——-, откуда

—= -—1.
η a+b

J b k

Указание. Пользуясь теоремой ко-520. АС = 7, R =

синусов, установите, что Ζ A BD = /LDBC = 60° и треугольник
ACD равносторонний.

521. а) βλ = (ad + bc)(ac + bd) г2 (ub + cd) (ac +bd)
. f = ■

, где е = АС
ab + cd

' ' ad + bc.

и f=BD.
522. Указание. Воспользуйтесь формулами

задачи 521, а.

Задачу можно решить также геометрически. Постройте на

диагонали АС точку Μ так, чтобы /LADM = /LBDC. Обозначив
л ^ г-> is !■ л\л

bd πλ. ас ac-\-bd
AC= e и BD = [, докажите, что AM=-r-, CM=-j-, e =—-.— .

523. Указание. Около четырехугольника АСВО опишите

окружность и примените теорему Птолемея.

524. Решение 1. Пусть АС = ВС= а, тогда Лб =

= 2asin-^-. По теореме Птолемея получаем МА-\- МВ =

= 2MCsin-|.
Решение 2. Треугольник ВСМ повернем вокруг точки

С так, чтобы сторона ВС совпала со стороной АС. При этом

точка Μ перейдет в точку Мь лежащую на прямой AM.

229



Из треугольника СММ1 имеем УИУИ, = МА -{-MB.

Кроме того, ММ{ =2 МС sin — , поскольку /.МСМ1 = /.С.

q
Отсюда следует, что ΜΑ -{-MB = 2 Μ С sin — .

525. Решение 1. Пусть полуокружность, касается сторон
ВС и AD четырехугольника ABCD соответственно в точках

Μ и N (рис. 108). Обозначим ОМ = г, ΖΛ=α, Ζβ = β. Тогда

^СОМ=^ и ZDCW = -|j-. Теперь имеем: Λβ = /Ύ—— Η —V,
* * \sinasin|i/

ZiC + /lD = r(ctga + tg{ + clgP + tg|-) = rf-i- +-i-V\ Δ ι/ \sin a sin β/
Следовательно, /ЗС-|-ЛО = Лб.

Замечаем, что AN-\-CM = r (cig a-\-{g^) =—!— и
V ^/ sin a

AO = , т. e. AN -{-CM = АО. Это соотношение можно дока-
sni a

зать и без применения тригонометрии.
Решение 2. Пусть полуокружность касается стороны CD

четырехугольника ABCD в точке /С. Тогда СК = СМ (см. рис.

108). Треугольник ОС/С повернем вокруг точки О на угол KON.

При этом точка К перейдет в точку N, а точка С—в точку С,,
принадлежащую лучу ND. Докажем, что треугольник АОСх

равнобедренный.

ZЛOC1=90o--^

Так как Ζ АСхО= Ζ KCO = 90°—j- и

, то АС,=АО. Но AC]=AN-{-NC] = AN-{-CM.

Следовательно, AN-{- CM=AO.
Аналогично докажем, что ВМ + DN = ВО.

Сложив эти два равенства почленно, получим BC-{-AD=AB.
Решение 3. Точку пересечения прямых ВС и AD обозна-

р чим через Р. Так как OM = ON, то

РО — биссектриса угла АРВ. При
симметрии относительно РО отрезок
CD перейдет в отрезок ClDu концы

которого будут принадлежать

сторонам РА и РВ угла Р. Получим
трапецию ABD^Ch т. к. Z-PC^DX =

= Ζ PCD = a.

Ho PC,-{-PD] = PC + PD,

следовательно,

AC\ + BD, = BC + AD.

Так "же как в решении 2,
докажем, что АСх=АО и BD, = BO.

Рис.108 Значит, BC + AD = AB.
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526. Решение. Пусть окружности, вписанные в

треугольники ABC и ACD, касаются диагонали АС соответственно в том

ках Μ и N. Обозначим АВ = а, BC= b, CD = c, DA=a.

Поскольку отрезки касательных к окружности, проведенных
из одной точки, равны, то AM — СМ = а — b, AN — CN = d — c.

Вычтем почленно из первого равенства второе и получим:

2MN=\a + c — b — d\.

Отсюда следует, что точки Μ и N совпадают тогда и только

тогда, когда а-\-с = b-\-d.
Итак, если окружности, вписанные в треугольники ABC

и ACD, касаются между собой, то AB-\-CD = BC-\-AD, но тогда

окружности, вписанные в треугольники ABD и BCD, также

касаются между собой.

527. Ρ с ш с и и е 1. Пусть четырехугольник ABCD вписан

и окружность. Обозначим дуги АВ, ВС, CD и DA соответственно

через 2α, 2β, 2γ и 25. Проведем диагональ АС

четырехугольника и выразим радиусы л, и г2 окружностей,
вписанных в треугольники ABC и ACD, через радиус R данной

окружности:

л г,
- α . В . ν + 6 οη/ α — В а+Н\ . γ + ft

г,
= \R sin - sin-^ sin ^—= 2/? I cos

—γ-
— cos —ψ-\ sin JLy-·

Учитывая, что sin
y

Τ" =cos
"

2
» после несложных

преобразований получим: л, = R (cos α + cos β — 2 cos2-^Ji\

Аналогично r2 = ^ (cos T + cos 6 — 2 cos2 γ^ Υ

Таким образом, л, -\-r2=R (cos α + cos β + cos γ + cos δ — 2).
Такой же результат получим для окружностей, вписанных

в треугольники ABD и BCD.
Решение 2. Обозначим расстояния от центра О

окружности, описанной около четырехугольника, до сторон АВ, ВС, CD
и DA соответственно через du d2, d:i и d,u а расстояние от точки

О до диагонали АС через d0.
Применим к треугольникам ABC и ACD теорему Карно

(см. задачу 462). В случае, когда точка О лежит внутри
треугольника ABC и треугольник ACD тупоугольный, получим:

г, + /? = d,-f d2 + d0, /-2 + /? = ί*3 + ^4 — dQ.

Отсюда следует, что л, -\-r2 = dl -\-а2-\-аъ-\-а^ — 2R, и, значит,

сумма радиусов не зависит от выбора диагонали.

528. -^- .
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529. a) — R. б) Решение. Пусть О, О,, 02 — центры полу-
О

окружностей, построенных на диаметрах ЛВ, АС, СВ, и 03—
центр окружности, касающейся данных полуокружностей
(рис. 109). Тогда

0]02=x+ y = R, 00] = R — x= y,
002 = R—y= x, ООл = х+ у — г.

Применим теорему косинусов к треугольникам ОО^Ол
и 002Ог. Обозначив ΖΟ,003= α, находим:

(x+rf= y2 + (x-\-y— rf— 2у(х+у— л) cos a,

(У + rf = х2 + (х + У
— rf + 2x(x + y

— r) cos a.

Из этих равенств исключим cos a и получим:

х (х+ rf + у {у + rf = ху {х + у) + {х + у
— г)(х + у).

, или r^—R, а получен-3

~ 1 {x + yf — щ
Отсюда —=-—-11

.

г ху(х + у)

Поскольку {х-\-и)2^Ахи, то —^
-

г х-\-у
I 1,1 I

ное равенство можно записать в виде —=— -.

г χ у R

530. Решение 1. Пусть радиусы окружностей с центрами
О, и 02 равны л (рис. 110), а радиусы окружностей с центрами 03
и 04 равны соответственно χ и у. В силу касания окружностей,
указанных в условии, имеем:

0]Oi = r-\-x, 0204 = r+i/, 00-, = 2r — x,

004= 2r — y, Ол04 = х+ у.
Обозначив ΖΟ,003 = α, Δ02004=β, и Ζ03004 = Τ, по

теореме косинусов находим:

2г —Зх „ 2г — 3ί/
cosa=—

,
cos [3-— 0r __;_■, cosy

4r2 —2r (х+г/) — хг/

2r — x 2г~У (2r-x)(2r-t/)

Вычислим sin α и sin β, затем найдем cos(a + P).
Из условия cos(a + p)^—cosy получим соотношение

(г— x)(r — y)= xy, откуда х-\-у = г.

Р

Рис. 109 Рис. ПО

232



Значит, 0304 = OlO = r и 0]Ог^004 = г +χ, т. е. Οβ040Α —

параллелограмм.
Решение 2. Пусть окружность 03 касается окружностей

О, и О в точках К и Р. Обозначим через Ζ, и Af точки пересечения
прямой ЛК с окружностями 03 и О (см. рис. ПО). Из подобия

равнобедренных треугольников /10,/С, KOAL и ЛОМ следует
параллельность прямых АО и 03Z,, 0,/( и ОМ. Следовательно,

0,ОС03—параллелограмм, где С — точка пересечения прямых
0.AL и ОМ.

Остается доказать, что точка С совпадает с точкой 04.
Окружность с центром С и радиусом CM = CL касается

окружностей 03 и О. Чтобы эта окружность касалась

окружности 02, надо, чтобы 02C = r-\-CL. Имеем:

02C=00.A= 2r-0AP = 2r — 0AL = 2r — (r — CL)=r+CL,

что и требовалось доказать.

531. Указание. Пусть R и г—радиусы первых двух

окружностей, касающихся данной окружности и хорды в ее

середине. Можно считать, что R^r. Обозначим через χ радиус одной
из двух других окружностей, вписанной в один из сегментов,

например окружности, касающейся окружности радиуса R. Тогда,

применив дважды теорему Пифагора, получим:

(R-+-r-xf-(R-r-xf= (R + xf-(R-xf,

Rr
откуда χ—

R + r
.

532. Решение. Пусть окружность, вписанная в сегмент,

касается хорды ВС в ее середине Μ и дуги сегмента в точке

N (рис. 111). Тогда Ζ. ΜΒΝ=— Ζ-Α, и из прямоугольного

треугольника ΒΜΝ имеем:

2Г] = MN =~ ig^= Rsm A ig^= 2Rsm2^=R(\-cos А).

Следовательно, л, -\- г2 + гъ =
— R (3 —cos А — cos В — cos С).

Пользуясь тождеством задачи 431 и формулой г =

лп
. А . В . С

= 4/? sin — sin — sin — , находим, что

R (cos A -4-cos β + cos C)=/?M-|-4sinySin — sin yj =/?-|-л.

Значит, л, -\- r2-\- r3 = -r R — г. Применив же неравенство

1 <cos A +cos В + cos C^·^-, получим:

*

R<:rl + r2 + r3<R.4
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Рис. 112

533. Решение. Пусть окружность радиуса л, с центром О,
касается сторон АВ и АС треугольника ABC и описанной около

него окружности радиуса R с. центром О (рис. 112). Для
определенности будем считать, что /-.С<С/-В, тогда Z.O/4O,=90° —

По теореме косинусов из треугольника АОхО имеем:

2Ял,
(Κ-/ΊΓ=

от
А

■ 2 Л

/1

■Я1

β

sin

С

>in(c +4)
2

куда л, cos2y= 4/? sin у sin — sin — , или л, =

cos
2^

Легко проверить, что полученная формула верна и в том случае,
когда ZS= /-C. Из нее и вытекает доказываемое утверждение.

534. Решение. Воспользовавшись формулой, полученной
при решении предыдущей задачи, будем иметь:

Г\+Г2 + Г$=Г
2

COS
А

2

Г
2

COS

В

2

Г

cos^
С

2

= г(з+1е24+<е24+^)·
Но tg24+tg24+tg24>tg|-tg4+tg4tg|.+tg4tg4=i

Следовательно, л,-|-л2-|-Лз^4л.
Чтобы доказать вторую половину неравенства, докажем ис-

о 2 А -. К
тинность неравенства ζ cos 17^-5-. Имеем:
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%= 2 sin В sin C = cos(£ —С) —cos(£ + C)<l+cosy4,

Л A
_ о „„„2

A ^ К
а так как 1 + cos A =2 cos -т-, то 2 cosSr^-^"·

Пользуясь этим неравенством и полученным выше

соотношением, будем иметь: rl-\-r2-\-r^^.2Rr (— -{- —-\-—\

Но —+ -г- + -т-
= — (см. задачу 161), следовательно,

па пь hL r

Из решения задачи видно, что равенство имеет место тогда

и только тогда, когда треугольник ЛВС равносторонний.
535. а) Решение. Пусть окружность радиуса /?, с

центром О, касается продолжений сторон Л В и АС треугольника
ABC и описанной около него окружности радиуса R с центром О.

Так же как при решении задачи 533, применим теорему
косинусов к треугольнику /10,0:

sin — sin ——

2 2

Отсюда после преобразований получаем:

л 2 Л ЛТЛ
. А в С

п га
/?, COS

у
= 4/? Sin

у
COS

у
COS

у,
ИЛИ /?,= -χ.

cos2 —
2

О I ЛП
A ( ■ B C

I
- C B\Заметим, что rb-\-rc = 4/? cos

-^
f sin

-^ cosy-\- sin yCos-o-) =

= 4R cos -y sin—^— = 4/? cos2 — . Поэтому полученной формуле

η ARr°
можно придать вид: К[=—-г—.

б) Для любых трех положительных чисел a, b и с имеет мес-

а
,

Ь . с
_^

3
то неравенство

—

; г-г^тг. доказательство которогог
Ь-\-с с-\-а а-\-Ь 2 г

легко получить, положив b-\-c = 2x, с-\-а = 2у, a-\-b = 2z.

Воспользовавшись этим неравенством и результатом
предыдущей задачи, будем иметь:
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536. a) 6 и —. Указание. Центры трех данных окруж-

ностей являются вершинами прямоугольного треугольника.

Радиус большей окружности равен полуперимстру этого

треугольника, или, что то же, сумме радиусов данных окружностей.

б) — (а-\-Ь-\-.с). Указание. Пусть ЛВС — данный

прямоугольный треугольник с прямым углом С и вписанная

в треугольник окружность касается сторон ВС, СА и АВ

соответственно в точках К, L и М. Тогда AM, BM и С/С — радиусы трех

попарно касающихся окружностей с центрами в точках А, В и С.

Построив точку D, симметричную точке С относительно

середины стороны АВ, установите, что окружность с центром

D и радиусом R = — (a-\-b-\-с) касается внутренним образом

каждой из этих окружностей. Для доказательства вычислите

радиусы л,, г2 и г.л окружностей с центрами А, В и С: г^=р
—

а,

г2 = р
— Ь, rs = p

— с— и установите, что расстояния между

центрами AD = R — ru BD = R — r2, CD = R — r:i.

537. а) Решение. Пусть А, В, С — центры трех данных

окружностей и О — центр окружности, касающейся каждой из

них внешним образом (рис. 113). Обозначим Z.BOC = 2а,
/_СОА=2$ и ΖΛΟβ = 2γ. Учитывая, что при внешнем касании

двух окружностей расстояние между их центрами равно сумме
радиусов, из треугольника АОВ по теореме косинусов находим:

(a + bY= (a + rf + (b + rf-2(a + r)(b + r)cos2y,

r2 + (a + b)r-ab
откуда cos2v = .

(a + r)(b + r)
π

. 2 ab 2 r(a + b + r)
Далее вычислим: sin v=

,
cos 7 =

—

-.

{a + r)(b + r) (a + r)(b + r)

Если α + β+ 7= 180°, то имеет место тождество

sin2 γ = sin2 α + sin2 β— 2 sin a sin β cos γ.

Подставив сюда найденные значения тригонометрических
функций, получим:

ab be , ас

(a + r){b + r) (b + r){c + r) (a + r)(c + r) (a+ r) (b + r)(c +г)

_1_ l__j_ 1

cab i+2A/-L+-i-+-V=o,г V ar br ab
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Для вычисления радиуса R
большей окружности, касающейся каждой
из данных трех окружностей
внутренним образом, совершенно аналогично

получим уравнение лишь с одним

отличием: в нем г заменяется на (— R).
Полученное нами равенство (*) есть

квадратное уравнение, имеющее два

действительных корня. Решая его,

найдем:

R а
'

Ь
'

с V «* ^ са

Рис. 113

т -\- η + пгп
где α,—

(окружность радиуса R не существует, если треугольник ЛВС

«слишком» тупоугольный).
538. б) Установите, что tg (α + β) = ·

m + " +

= ΔΒΑΜ и β=ΖΟΛΛΛ
539. а) Указание. Проведите высоту ЛИ

треугольника ΑΜΝ.

б) Указание. Треугольник АВМ поверните вокруг точки

А на 90° в положение ADM^ Докажите, что полученный
треугольник AM^N равен треугольнику AMN.

540. Указание. Поверните отрезок ВМ вокруг точки А на

90° в положение DM,. Точка Мх будет лежать на продолжении

стороны CD квадрата. А так как из условия задачи следует, что

ВМ-\-DN' = MN, то M^N = MN. Затем докажите, что

треугольники AMXN и AMN равны.
541. Указание. Докажите, что MQ и NP — высоты

треугольника AMN.

542. Указание. Из середины К стороны АВ треугольника
ABC проведите перпендикуляры КЕ и KF к сторонам АС и ВС.

Применив поворот вокруг точки К на 60°, докажите, что FM-\-
+ EN= MN.

545. Ζ.DC/(= 15°. Указание. Около четырехугольника
АВМК опишите окружность и установите, что треугольник АВМ

равносторонний.
546. 150° или 60°.
547. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 541.
548. Указание. Пусть Μ — середина стороны АЕ.

Опишите около четырехугольника AMFD окружность и докажите,

что CDM — равносторонний треугольник.

Задача имеет решение при условии, что

а и Ь — длины сторон прямоугольника.

α УЗ"
<6<

2а
где
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550. ΔΑ = ΔΒ=\05°, Δ.Ο=Δ.Ω = ο l n с

= 75°. Указание, Постройте
квадрат /ICC,/!,. Установите, что его

стороны Л/41 и СС{ параллельны и равны
диагонали BD данного
четырехугольника. Затем примените поворот вокруг
точки С, на 90°.

551. Решение. Если в

прямоугольник A BCD вписан

треугольник AMN, удовлетворяющий
условию задачи, то Z/4iVD— Ζ. CMN,
AN = MN. Значит, треугольники ADN а в

и CMN равны, поэтому CN = AD. рис Ц4

Пусть АВ = а, ВС = Ь. Построение
точек N и Μ возможно тогда и только тогда, когда CN<.a и

СМ<.Ь, или Ь<Са<С2Ь (при этом точки N и Μ являются

внутренними точками отрезков CD и ВС).
Сумма площадей треугольников ADN и CMN равна (a—b)b,

а площадь четырехугольника ABMN равна:

S = ab-(a-b)b = b2.

552. Решение 1. Пусть О — центр окружности,
касающейся сторон ВС и CD квадрата соответственно в точках

К и L (рис. 114).
Обозначим АВ = а, СМ=х, CN = y. Тогда

KM=j-x, LN =j-y, MN = KM + LN = a-x-y.

По теореме Пифагора из треугольника CMN имеем:

(а — х— у)2 = х2-\-у2, или 2а(х+ у) — 2ху = а2.

Пусть S — сумма площадей прямоугольных треугольников
ABM, MCN и ADN. Тогда 2S = a(a — x) + a(a — y) + xy.
Используя найденное выше равенство, получаем:

S = a2-{-[a{x+ y)-xy]=±a2.

Следовательно, SAMN = — a2.

Решение 2. Докажем, что площадь треугольника AMN
равна площади квадрата OKCL.

Так как О — центр вневписанной окружности треугольника
CMN, то высота ОН треугольника OMN разбивает его на два

треугольника, соответственно равных треугольникам ОКМ
и OLN.

Треугольники АОМ и СОМ, а также треугольники AON
и CON равновелики, так как О — середина отрезка АС.
Следовательно, площадь треугольника ΛΜΝ равна площади квадрата

OKCL или —

площади квадрата ABCD.

о
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ФОРМУЛЫ

I. Обозначения

Треугольник

Стороны треугольника ABC обозначаются: ВС = а, СА = Ь, АВ = с, а ото уг

лы -— буквами А, В, С

Л„, hb, hL — высоты; та, т,„ тс
— медианы; /,„ /(„ /,. — биссектрисы, проведенные со

ответственно из вершин Л, В, С;

2р — периметр треугольника;

S — площадь треугольника;

R — радиус описанной окружности;

г — радиус вписанной окружности;

Η—точка пересечения высот (ортоцентр) треугольника;

Μ — точка пересечения медиан (центроид) треугольника;
О — центр описанной окружности;

J -—

центр вписанной окружности.

Четырехугольник

Стороны четырехугольника ABCD обозначаются: АВ = а, BC= b, CD= c.

DA=d\
е и / — диагонали АС и BD\

2р и S — периметр и площадь четырехугольника.

II. Формулы

Метрические соотношения в треугольнике

1. S =Mp(p-a){p-b)(p-c). 5. R = ^±; R = -gL.
a 6. r = —.

a2A-b2 c2 Ρ

2
8. OH2= VR2-(a2 + b2 + c2).

4. l =——\jbcp(p — a).
о -\-c
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9 Л! =Л /МР~а)
.

И. r = (p-«)tgy

10. 01 = ^R2-2Rr. 15· S=-«6sinC.

11. A =ft sin C = c sin β.

кгггт^ г it 8|„4-Д/<'-6><'-с>12. тц =-Л/&2 + с2 + 2Лссо5Л . 2
~

V &с

„. /._JUL„.i. ,7. „.1-Л/£<£-)

18. 2Я

ft + c 2

α ρ

2 V be

sin /4

/г..

л я с _. п
2 cos

у
cos
у

cos — Д/ sin Л sin β sin С

sin β sin С
n . A

.
В

.
С

2 sin
у

sin
у

sin

y
19. 1+4 cos A cos β cos С = — (cos 2/1 + cos 2β + cos 2C) = 3 — 2 (cos2 A +

+ cos2 β + cos2 C)<cos A + cos fl + cos C= 1 +4 sin — sin — sin —<sin —+

. .
β

. . С .3
+ S.ny + S.ny<-.

20. 4 sin A sin β sin C = sin 2A -f sin 2£ + sin 2C<sin A + sin β-f sin

л β с. а в с
^

з Уз"
= 4 cos

у
cos
у

cos
у<

cos
у+

cos
у+

cos
у<—у- .

21. ctg4+ctgS + ctgC>i(ctgy+ctgy+ctgy)=ictgyctg
Xctgy^tgA+ tg|.+ tg-|>V3"·

Метрические соотношения в четырехугольнике

22. аг-\-с2 — b2 — d2 = 2ef cos φ, где φ= Ζ. АО В, О — точка пересечения

гоналей.

23. S =— ef sin ср.

2А + С

24. t'72 = a2c2 + £>2ii2-2a£>ci/cos(4-|- С).

25. S2= (p — a)(p — b)(p — c)(p — d) — abcd cos

26. ef^ac + bd.

Вписанный четырехугольник

27. ef = ac + bd.

28. 2(a£> + c</)cosfi = a2 +A2_c2— J2.

29 Ir2
Л _(P-q)(P-^)

• ё
2 (p_A)(p_c)

'

30. 52 = (р-а)(р-А)(р-с)(р-^).
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